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Abstract

En este articulo investigamos la relevancia de la aversién a la incertidumbre en la
prediccion de la toma de decisiones de un agente. Seguimos la formulacién de La Mura
(2009) y presentamos su extensiéon del marco propuesto por Anscombe and Aumann
(1963). Derivamos propiedades fundamentales de esta representacién e introducimos
un concepto novedoso no abordado por la literatura, el entorno en que el agente opera,
que se define como un subespacio vectorial de resultados de loterias que no afectan
directamente la utilidad del agente, pero que pueden influir en ella mediante su cor-
relacién con otras loterias. Deducimos que, cuando se considera el entorno, la aversiéon
a la incertidumbre no influye en la toma de decisiones y el agente se comporta como si
no distinguiera entre riesgo y incertidumbre. Este resultado surge porque el agente se
comporta como si dispusiera de menos informacién de la que efectivamente posee.
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versiones
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1 Introducciéon

La literatura documenta que los inversores asignan una proporcion mayor de sus carteras a
activos domésticos de lo que predice la teoria cldsica de diversificacién (Lee et al., 2023; Sercu
and Vanpee, 2007). Como resultado, el crecimiento del consumo estd més correlacionado
con la produccién nacional que en un escenario de diversificaciéon éptima del riesgo (Lewis,
1999). Estos fenémenos, conocidos como sesgo doméstico en acciones y consumo, han sido
atribuidos a factores como costos de transaccién, asimetrias de informacién, aversion a la
ambigiiedad y sesgos de familiaridad (Brennan et al., 2005; Huberman, 2015; Martin and
Rey, 2001). Mientras que Chew et al. (2023) argumentan que el sesgo doméstico se debe
principalmente a la familiaridad, Dlugosch et al. (2023) sugieren que este efecto es relevante
solo cuando los rendimientos son altamente ambiguos. En este articulo, investigamos si la
aversion a la ambigiiedad influye en la toma de decisiones al considerar el entorno del agente,
definido como un contexto especifico de loterias. Este andlisis permite evaluar si la aversion
a la ambigiiedad es una causa probable del sesgo doméstico.

La toma de decisiones bajo incertidumbre ha sido ampliamente estudiada en la literatura
(Ghirardato et al., 2004; Ju and Miao, 2012; Maccheroni et al., 2006). Este trabajo adopta
la representacion propuesta por La Mura, 2009, que extiende los marcos de Anscombe and
Aumann (1963) y Von Neumann and Morgenstern (1944) (VNM). En este marco, las pref-
erencias sobre actos, definidos como funciones de los estados de la naturaleza al conjunto
de loterias, se modelan mediante una funcién de utilidad. La representacién es lineal en las
probabilidades subjetivas y no lineal en las probabilidades objetivas, con la no linealidad
derivada de una forma cuadratica. Este enfoque proporciona una base tedrica sélida para
analizar el papel de la aversion a la ambigiiedad en la toma de decisiones.

La principal contribucion de este articulo es la incorporacion del entorno en el que el
agente toma decisiones. Este entorno estd definido por factores externos que influyen en
la distribucién de probabilidad de las opciones disponibles (actos o loterfas), pero cuyos

resultados no afectan directamente la utilidad del agente, salvo a través de su impacto en



las probabilidades de resultados relevantes. Al considerar este entorno, demostramos que la
aversiéon a la ambigiiedad no influye en la toma de decisiones, ya que el agente se comporta
como si no distinguiera entre riesgo e incertidumbre.

Nuestra conclusion, que demuestra la irrelevancia de la aversion a la ambigiiedad en
ciertos contextos, se alinea con diversos estudios teéricos y empiricos sobre las condiciones
que atenian este fenémeno. Por ejemplo, Peijnenburg (2018) encuentra que los agentes con
aversion a la ambigiiedad asignan inicialmente menos riqueza a acciones, pero incrementan
esta asignacion con la edad. Asimismo, Safra and Segal (2022) identifican condiciones en
las que la aversién a la ambigiiedad se disipa cuando los agentes enfrentan secuencias de
decisiones ambiguas. De forma similar, Liu and Colman (2009) observan en experimentos de
elecciones repetidas que los sujetos prefieren opciones ambiguas con mayor frecuencia que en
elecciones unicas, al decidir entre apuestas con riesgo e incertidumbre. En un experimento
andlogo, Montgomery and Adelbratt (1982) reportan que, al elegir entre apuestas, “todos
los sujetos excepto uno declararon que habian basado sus decisiones en algo mas que el valor
esperado. Sin embargo, todos estaban dispuestos a elegir de acuerdo con el valor esperado
mas alto si se pudiera jugar repetidamente la apuesta seleccionada.”

El articulo se estructura como sigue. En la Seccion 2, presentamos un ejemplo motivador
que muestra cémo, sin considerar el entorno, un agente con aversion a la ambigiiedad podria
optar por no diversificar su cartera, apoyando la hipotesis de algunos autores que atribuyen el
sesgo doméstico a la aversion a la ambigiiedad. Sin embargo, demostramos que, al incorporar
el entorno, el agente diversifica, sugiriendo que el sesgo doméstico no se explica por la aversién
a la ambigiiedad. En la Seccién 3, desarrollamos el marco propuesto por La Mura (2009),
derivando propiedades clave de esta representacion que sustentan el resultado principal. En
la Seccién 4, detallamos las condiciones técnicas bajo las cuales la aversion a la ambigiiedad
deja de influir en la toma de decisiones en el entorno definido. Finalmente, en la Seccién 5,

resumimos los hallazgos y concluimos.



2 Un ejemplo motivador

Supongamos que un inversor tiene un délar para invertir, en firmas domésticas o extranjeras.
Primero, presentamos un caso de referencia donde la diversificacion es optima. Posterior-
mente, mostraremos como la aversion a la ambigiiedad, sin considerar el entorno, induce
un sesgo hacia activos domésticos. Finalmente, demostraremos que incorporar el entorno
restaura la diversificacion, desafiando la hipdtesis de que la aversion a la ambigiliedad causa
el sesgo doméstico.
Para formalizar el anélisis, adoptamos la notacién Bra-ket, cominmente usada en mecanica

cuantica, donde |z) denota un vector en y (z| su transpuesta conjugada. Esta notacion fa-
cilita la representacion de loterias y utilidades como matrices, alineandose con el marco de

La Mura.

2.1 Caso de referencia

Supongamos que las firmas domésticas ofrecen un retorno de 1 + 7, donde r es 7 (alto) o
rl (bajo), cada uno con probabilidad conocida % Las firmas extranjeras ofrecen un retorno
de 1+ r*, con r* tomando valores r* o r’ con probabilidad subjetiva 3, independiente de
los retornos domésticos. Aunque las distribuciones son idénticas, asumimos que los retornos
extranjeros se perciben como ambiguos debido a informacion limitada.

El inversor elige «, la fraccion del délar invertida en firmas domésticas, restringida a 0,

, 0 1 por simplicidad. Dependiendo de a y los resultados realizados, pueden surgir varios

o=

escenarios: el retorno del délar puede ser 1 + rf (si se invierte todo en un mercado con

retornos altos o ambos mercados tienen retornos altos), 1 + r* (si se invierte todo en un

. . . L H .
mercado con retornos bajos o ambos mercados tienen retornos bajos), o 1 + =% (si se

diversifica y los mercados tienen retornos opuestos).
Bajo los axiomas de Anscombe y Aumann, existe una funcién de utilidad u, creciente

y céncava (reflejando aversién al riesgo), que ordena los resultados. Definimos la matriz de



utilidad:

u(1+r) 0 0
=1 0 u(1+TE) 0
0 0 u(l+ ")

Sea {|e;) } 1a base canénica en R?; luego, (e1|Uy|er) = u(1+rH), {es|Usles) = u <1 + #),
y {es|Uyles) = u(1 + rF). Por lo tanto, cada resultado se asocia a un vector de la base, y su
utilidad se expresa como la forma cuadrética (e;|U|e;).

El inversor maximiza la utilidad esperada eligiendo «. Para o = 1 (inversién solo en
firmas domésticas), el acto asigna probabilidad subjetiva 1 a la loteria que atribuye proba-

bilidad objetiva 3 para 1+ rf y 1+ 7~ Definimos:

|W1) ) +

1 1
—ﬁfel E|€3>

donde |W4) representa la loterfa riesgosa que asigna probabilidad objetiva % a los elementos
de la base e, ez, que se consige multiplicando cada elemento de la base por la raiz de su
respectiva probabilidad objetiva.

La matriz de densidad se define como p; = |U;)(¥,|,'! y la utilidad entonces puede
escribirse como:

1 1
Tr(p Uy) = éu(l +rH) 4 §u(1 + k)

Notar que esta representacion de la utilidad coincide con la representacién usual de la
utilidad de Anscombe y Aumann.

En general, siempre se podra elegir una matriz de densidad que represente cada acto y
la utilidad de dicho acto sera la traza de la matriz de densidad multiplicada por la matriz
de utilidad.

Si el agente elige @ = 0 (inversién sélo en firmas extranjeras), selecciona un acto que

devuelve, con probabilidad subjetiva %, una loteria que asigna probabilidad objetiva 1 a uno

'M4s precisamente, como veremos adelante, la matriz de densidad es |W1)(Wy|+5|¥;)(¥;| porque hay
incertidumbre entre los estados de la naturaleza, aunque ellos devuelven la misma loteria en ambos casos.
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de los resultados (retornos altos o bajos). La matriz de densidad correspondiente es:

% 00
1 1
p2 = —ler){er|+=les){es|l=10 0 0
2 2
00 3

donde la matriz se consige tomando una combinaciéon convexa de las matrices de densidad
correspondientes a cada estado de la naturaleza, ponderando cada matriz por su respectiva
probabilidad subjetiva. Esta es en general la regla para encontrar las matrices de densidad
de cada acto.

Asi, la utilidad de a = 0 es Tr(p2Uy) = su(l 4 rf) + 2u(1 +r*). La utilidad es idéntica
ya sea invirtiendo en empresas nacionales o extranjeras.

Finalmente, Para o = % (diversificacién), el acto genera loterias combinando retornos
de ambos mercados. Con probabilidad subjetiva %, los retornos extranjeros son altos, y los
domésticos son altos o bajos con probabilidad objetiva % Esta loteria esta representada por:

1 1

|Wy) = E|€1> + E|€2>

Y con probabilidad subjetiva %, los retornos extranjeros son bajos y los nacionales son

altos o bajos con probabilidad objetiva % Esta loteria se representa como:

W) = —=le) + =)

L
— €
V2

Asi, la matriz de densidad asociada a o = % es:

i3 0

1 1 1 1 1

p3 = S Wa)(Val+ S| Ws)(Tsl= | | 5 4
0 5 3



La utilidad de esta opcién es:

H L u(l—l——”H”L)
w(l+r")4+u(l+r 2
Tr(py0n) = WAL T

Debido a la concavidad de u, esta expresion supera la utilidad asociada con todos los

otros valores de . Por lo tanto, el modelo con preferencias que respetan los axiomas de

Ancombe y Aumann predice a = 1

[\

2.2 Anadiendo aversién a la ambigiiedad

Bajo los supuestos de Ancombe y Aumann la matriz de utilidad es siempre diagonal. ;Qué
sucede si la matriz U; no esta restringida a ser diagonal? Por ejemplo, consideremos el

operador de utilidad

u(l+rf) 0 ¥
=] 0 u(1+ZE) 0
v 0 u(1+ ")

donde 7 € R. Mas adelante mostraremos que los elementos fuera de la diagonal pueden in-
terpretarse como una medida de las preferencias respecto a la ambigiiedad. Especificamente,
asumimos v > 0, lo que refleja aversion a la ambigtiedad.

El problema sigue siendo similar al caso anterior. Si el agente elige o = 1, la matriz de
densidad sigue siendo p;, por lo que la utilidad de elegir o = 1 es:

L+ ) +u(l+rh)
2

u
Tr(p1Uz) = ( +v

Por otro lado, la utilidad de elegir oo = 0 es:

L+ ) +u(l+rh)
2

Tr(pels) = ul



Finalmente, la utilidad de elegir o = % es:

1 T‘H-"-’I’L
u(1+7“H)+u(1—|—7‘L) u( +— )

4 * 2

Tr(psls) =

Por lo tanto, si el agente es suficientemente adverso a la ambigiiedad (es decir, v es lo
suficientemente grande), elegird o« = 1, lo que significa que no diversificard su portafolio,

llevando a un sesgo hacia el pais de origen.

2.3 Introduciendo el entorno

Para evitar mezclar notacién, sea {|e/**)} la base canénica en R?, {|e/*)} la base canénica
en R? y {|e;)} la base candnica en RS.

Ahora consideremos que los retornos de las inversiones domésticas en realidad dependen
de otra variable, por ejemplo, la productividad. Supongamos que la productividad puede
ser alta con probabilidad objetiva % y baja con probabilidad % Si la productividad es alta,
los retornos domésticos son altos; si es baja, los retornos son bajos. Si asumimos que el
agente no tiene preferencias por la productividad y solo considera el retorno sobre su délar
al calcular la utilidad, el operador de utilidad debe ser Uy ® I, donde Us es como en la
subseccién anterior, y I5 es la matriz identidad de 2 x 2.

. Por qué? Primero, porque hay seis posibles resultados para el experimento (los retornos
sobre el délar son altos/medios/bajos y la productividad es alta/baja). Como resultado,
necesitamos un operador de utilidad en R*%. Segundo, porque la utilidad de los resultados
en los que los retornos sobre el dolar son altos debe ser la misma, independientemente de
que la productividad sea alta o no. Lo mismo ocurre en los casos en que los retornos sobre
el délar son medios o bajos.

Es decir, el primer elemento de la diagonal en Us; ® I es la utilidad que recibira el agente
en el caso en que los retornos sobre el délar sean 7 y la productividad sea alta (resultado

le1) € RY). El segundo elemento de la diagonal en Us ® I es la utilidad que recibird el agente



en el caso en que los retornos sobre el délar sean r? y la productividad sea baja (resultado
les) € RY). La utilidad debe ser la misma en ambos casos porque el agente no es afectado
por el resultado de la productividad, sino por el de los retornos. El tercer elemento de la
diagonal en U; ® I5 es la utilidad que recibird el agente en el caso en que los retornos sobre
el délar sean (71 +r%)/2 y la productividad sea alta (resultado |e3)), y asf sucesivamente.
Ahora consideremos el problema de elegir el o 6ptimo. Si el agente elige a = 1, surgen
dos posibilidades: o los retornos sobre el délar son 147 y la productividad es alta (resultado
le1), con probabilidad objetiva 1/2), o los retornos sobre el délar son 1+7% y la productividad

es baja (resultado |eg)). Entonces, la loteria es

1 1

(Uy) = E|€1> + E|€6>

En este ejemplo, asociado con el evento |e/') en R? estd el evento |e}?) en el entorno
R? (retornos altos con alta productividad), porque |e;) = |e}') @ [el*2). Asociado con el
evento |el') € R? est el vector cero, ya que es imposible obtener retornos de 1+ (7 +r%) /2
invirtiendo en solo un pafs. Finalmente, asociado con |eX') € R? estd el vector |eX?) € R?
en el entorno, porque los retornos bajos estan asociados con baja productividad: |eg) =
ey ® |eX?). Siendo py = [14) (4], la utilidad de esta opcién es

u(l+ ) +u(l+rh)

TI'(p4U2 X IQ) = 9

A diferencia de la subseccién anterior, elegir a = 1 no genera el valor adicional v > 0.

Por otro lado, si el agente elige & = 0, con probabilidad subjetiva 1/2, enfrenta la loteria

1 1

[WUs5) = E’ﬁ) + E|€2>

y con probabilidad 1/2,
1 1

W) = ﬁ!%) + E|e6>



La matriz de densidad correspondiente es
1 1
ps = 5| Ws) (s |+5 W) (Ve

Y la utilidad de elegir a = 0 es

u(l+ ) +u(l+rh)
2

TI'(p5U2 X IQ) =

Finalmente, la utilidad de elegir o = % es

w(l+r®) +u(l+rl)  wl+ (T +1rE)/2)
4 + 2

Por lo tanto, al tener en cuenta el entorno, la prediccién se asemeja al caso de referencia.

3 Utilidad proyectiva

3.1 Utilidad Esperada

En nuestro marco, las loterias se representan mediante vectores unitarios complejos en el
espacio L?, donde una base ortonormal (elegimos la base candnica, {|e;)};) representa los
posibles resultados del experimento. La probabilidad de un evento particular se deriva de la
longitud al cuadrado de la proyeccién del vector de la loteria sobre uno de los elementos de
la base.

En el ejemplo motivador de la seccién anterior, cuando el agente eligia @« = 0 0 a = 1,
enfrentaba una loteria que asignaba una probabilidad de % a los retornos altos o bajos sobre el
dolar. En el caso donde no teniamos en cuenta el entorno, el vector de loteria correspondiente
se expresaba como \%|61> + \%]e;;).

Proposicion 1. (Ver Von Neumann and Morgenstern, 194/) Si las preferencias satisfacen

completitud, transitividad, continuidad e independencia, existe una matriz diagonal U tal



que una loteria |V) es preferida a |V') si y solo si Tr(pU) > Tr(p'U), donde p := |¥)(¥] y
o = ) (0]

Este resultado es equivalente al criterio de maximizacion de la utilidad en el caso clasico,
porque Tr(pU) = >".[(¥|e;)[*Us;. Al igual que en la seccién anterior, donde la utilidad del
agente se capturaba mediante los elementos diagonales del operador de utilidad, aqui la
utilidad de una loteria estda dada por las entradas diagonales de una matriz U, que reflejan

los pagos asociados con los posibles resultados.

3.2 Extensiones de Axiomas

Ahora extendemos el marco anterior, introduciendo un conjunto mas general de axiomas.
Sea €2 el conjunto de posibles estados de la naturaleza. Un acto se define como una funciéon

de €2 al conjunto de loterias.

Proposicion 2. (Ver Anscombe and Aumann, 1963; La Mura, 2009) Si se cumplen ciertos
aziomas (Proyectivo, Arquimediano, Independencia, No-degeneracion e Independencia de
Estado), existe una matriz Hermitiana (diagonal en el teorema de Anscombe y Aumann) U
y una medida de probabilidad 7 tal que un acto V es preferido a V' si y solo si Tr(pU) >
TH{pU), donde pi= 3, e m(@) W) (Vo ¥ o i= ¥ eq 7(w) W) (0.

En este caso los autovectores de la matriz U representan los resultados subjetivos y sus
autovalores la utilidad asociada a ellos. Este marco mas amplio abarca el esquema clasico,

permitiendo a la vez una estructura mas rica de representaciones proyectivas.

3.3 Términos Fuera de la Diagonal y Preferencias de Riesgo

En este contexto, la interpretacion de los elementos fuera de la diagonal de U revela mas
sobre la actitud del agente hacia el riesgo y la incertidumbre. Especificamente, la parte real

de Ujj;, que estd dada por
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Re(Uy) = Te(@)(010) ~ (50 + 5U3).

donde |®) = LQ|6Z-) + \/ii|ej>, captura la prima en utilidad generada por una loteria que
asigna probabilidad % a los eventos e; y e;, en comparacién con su caso de referencia de
utilidad esperada.

En el ejemplo motivador, el valor de v > 0 indicaba la preferencia del agente por el riesgo
sobre la incertidumbre. De manera similar, los términos fuera de la diagonal positivos en esta
matriz indican una preferencia por el riesgo sobre la incertidumbre. Cuando los términos
fuera de la diagonal son cero, esto corresponde a que el agente es indiferente entre riesgo

e incertidumbre, alinedndose con el marco clésico donde la aversién a la ambigiiedad esta

ausente.

3.4 Estados Mixtos y Preferencias

El operador p = > _o7(w)|¥,)(V,| es siempre un operador Hermitiano positivo semi-
definido con traza uno. Dicho operador es conocido como un operador de densidad. Las
preferencias sobre actos pueden entonces representarse como preferencias sobre matrices de
densidad, donde 7(w) refleja la distribucién subjetiva de probabilidad sobre los estados de
la naturaleza.

Si el acto ¥ devuelve la misma loteria para todos los estados de la naturaleza, la traza de
la matriz de densidad al cuadrado es uno, lo que corresponde a un estado puro (certeza). En

todos los demds casos, la matriz representa un estado mizto (ambigiiedad o incertidumbre).

3.5 Propiedades

En esta subseccion, presentamos algunas propiedades relevantes que nos permitiran de-

mostrar el resultado central de este articulo.

Proposicion 3. Si la matriz de densidad asociada con un acto se puede escribir como pRp/,

11



donde p y p' son matrices de densidad, el operador de utilidad se puede escribir como U®U’,
donde U tiene las mismas dimensiones que p (y U’ las mismas que p'), si y solo si la utilidad

es Tr(pU) Tr(p'U").
Proof. Notar que Tr[(p @ p)(U @ U')] = Tr(pU @ p'U’) = Tr(pU) Tr(p'U’). O

La interpretacién es la siguiente: Supongamos que p actia sobre el espacio vectorial
H, v p/ sobre H,, donde sus bases candnicas respectivas son {|e/*)} y {|e/**)}. Entonces,
si las matrices de densidad son puras, la probabilidad de que ocurra el resultado e?fl es
independiente de la probabilidad de que ocurra el resultado e’f2. Para ver esto, tomemos

p= Uy p =|¥) (V| Entonces

[{ex ® em| ¥ @ U') "= (x| V) |*[(em|T) .

Adicionalmente, si el operador de utilidad puede escribirse como U ® U’, los resultados
subjetivos de los experimentos (los autovalores) son el producto de los resultados subjetivos
de los dos experimentos que devuelven los autovectores de U y U’. Esta propiedad es
particularmente relevante cuando Tr(p'U’) es constante. A partir de esto, asumiendo U # 0,

podemos deducir lo siguiente:

Corolario 1. Los resultados en Hs no afectan la utilidad del agente si y solo si U’ es la
vdentidad:
Tr(pU) Tr(p'U") = Tr(pU) Vp',p <= U' =1.

En este caso, Ha se llama el entorno.

Proof. Supongamos que Tr(pU)Tr(p'U’) = Tr(pU) Vp'. Entonces para cualquier vector |¢)

se cumple que

(olU"10) = ll¢ll”

12



Lo mismo para el operador identidad /. Luego,

(o|(U" = 1)]g) =0

Por lo tanto, U’ = 1.

El reciproco se cumple porque p’ tiene traza uno. O

Note que esta es la explicacién formal del operador de utilidad elegido en nuestro ejemplo
motivador. Como el agente debia estar indiferente ante cualquier loteria relacionada con la
distribucion de productividad, el inico operador de utilidad posible era de la forma Us ® Is.

Si el operador de utilidad se puede escribir como U ® [ y las probabilidades de los
resultados en H; y Hs son independientes, la tinica informacién necesaria para calcular la
utilidad es Tr(pU). Cuando las probabilidades no son independientes, atin no necesitamos
la descripcién completa de la matriz de densidad de todo el sistema (denotada aqui con un

ligero abuso de notacién como p), sino més bien su traza parcial:

Lema 1. Si un operador de utilidad se puede escribir como U ® I, entonces la utilidad del
estado p se puede escribir como Tr(pU ® I) = Tr[Tra(p)U], donde Try es la traza parcial

sobre Hy y Tro(p) es un operador de densidad.

Para una demostracién, véase Schlosshauer (2019). En nuestro ejemplo motivador, nétese
que la proposicion se cumple. Por ejemplo, cuando introdujimos el entorno, la utilidad de

elegir « = 1 era

100 0 0 i\ [fud+rf) 0 0 0 o 0

0 0 0 0 0 O 0 u(l+rH) 0 0 0 ~
wllo 00000 0 0 u (14 =) 0 0 0

0 0000 0 0 0 0 u (14 ) 0 0

0 000 0 O o 0 0 0 w(l47rk) 0

10000 3 5 0 0 0 u(l+rk)
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1 H

5 0 0 u(l4r7) 0 y
=Tr||lo 0 o 0 u (14 ) 0

0o o0 2 v 0 u(l +rk)

Ahora, consideremos a un agente que debe elegir una matriz de densidad p para max-
imizar Tr(pU"”) sujeto a la restriccién p € p. Supongamos que g solo contiene matrices
diagonales. Entonces, si definimos D como la matriz diagonal que coincide con U” en la

diagonal principal, tenemos lo siguiente:

Proposicion 4. p = argmax ¢, Tr(pU") <= p = argmax,c, Tr(pD).
Proof. Notar que para cualquier p € o, Tr(pU"”) = Tr(pD), lo que prueba el resultado. [

La intuiciéon detréas de este resultado es que siempre que el agente esté restringido a elegir
matrices diagonales, se comportara como si satisficiera los axiomas de Anscombe y Aumman
y tuviera preferencias representadas por el operador de utilidad D.

Entonces, queda ain una pregunta sin contestar: ;jcuando estara el agente restringido a

elegir matrices diagonales? La siguiente seccién responde la pregunta.

4 Decoherencia

Consideremos un sistema H; y un entorno Hs,, donde el estado conjunto del sistema y el en-
torno estd dado por Y m(w)|[ W, ) (P,,|. Aqui, [T,) =", © ¢f7m|e%1)®|e?2), donde {|e}1)},,
es la base canénica del subsistema H; y {|e}?)}4 es la base canénica del entorno Hy. Nétese

que podemos reescribir [¥,,) = > left) @ (3, ¢§7m|e?€{2>). Esto implica que si el resultado

Ha

€m

ocurre en H; para un w, entonces la distribuciéon de probabilidad correspondiente para
los resultados en el entorno es proporcional a W;"}mP para cada k (usando la definicién de
probabilidad condicional, asumiendo que la probabilidad de e’‘! es no nula).

Dado €1, la distribucién asociada para los resultados en el entorno puede representarse

mediante el vector |¢%) == >, @b;"’m|e?2). Las amplitudes {¢{,, }» describen los componentes

del estado del entorno correlacionados con el estado del subsistema |e?1). Asi, (¢ |4%) es

14



la probabilidad de e’‘', mientras que (¢*|¢“) para n # m mide el solapamiento entre los
componentes del entorno asociados con diferentes estados base eX! y e, Cuando este
solapamiento es cero, los estados correspondientes del entorno son ortogonales, y el entorno
“separa” los estados base e¥! y e perfectamente. Esta ortogonalidad asegura que cada
estado de H; esté correlacionado con un estado unico y distinguible del entorno, lo que
efectivamente conduce a una situacién en la que el conocimiento del estado del entorno
determina de manera Unica el estado de H;.

En nuestro ejemplo motivador, la loteria asociada con o = 1 era

1 1 H1 1 Ho H1 H1 1 Ho
) = slea)+ s ea) = I >®(ﬁ|e1 >+0)+162 Y©(0 4 0)+ 1] >®(o+ﬁ|ez >)

Dado que \%\e?ﬂ +0,0+0,0+ %]e?z) son ortogonales entre si, los resultados distintos
estaban asociados de manera tnica con loterias distinguibles, y el problema de toma de

decisiones podia simplificarse enfocandose en estas correspondencias tnicas.

Proposicion 5. Si el solapamiento es cero, es decir, (¢*|¢%) = 0 para n # m, entonces la
traza parcial sobre los grados de libertad en el entorno da lugar a una matriz de densidad

diagonal.

Proof. La traza parcial sobre Hy del estado conjunto esta dada por:

™ (Zm)mxw) = S ) SN (3 i T

w

Cuando se cumple la condicién de solapamiento cero, es decir, (¢¥|¢%) = 0 para n # m,

esto se simplifica a:
Yo w(w) Y lekt el 1Y il
w m k
Esta expresion es una matriz de densidad diagonal. O

Nuevamente, en nuestro ejemplo, cuando a = 1, la matriz de densidad reducida era
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1 1 1

Tr 67—[1 R — 67{2 + 69-[1 R — 67{2 ) ( 67—[1 RQ— 67—[2 ):|

| (18 i) 1 © o1 ) (s (e

Lo o b ey om
= §|€1 "){er 1’+§|63 Des |

que es una matriz diagonal.

La interpretacion de este resultado es crucial. Cuando se requiere que el agente elija una
matriz de densidad p en un conjunto ¢ donde el estado del entorno determina de manera

Unica las loterias correspondientes, el problema de decision del agente puede reducirse a un

problema de decision clasica sobre loterias. Especificamente, esta condicién implica:

p = arg max Tr(pU @ I,) <= Try(p) = argmax Tr(pU),
pee pED

donde ¢ = {matrices de densidad p tales que existe p € p : p = Tra(p)}. En otras
palabras, elegir una matriz de densidad para el sistema completo H; ® Hs es equivalente a
elegir la traza parcial de la matriz de densidad sobre H,. Cuando p consiste en matrices de
densidad con solapamiento cero, ¢ consiste en matrices diagonales, haciendo que el problema
del agente sea analogo a elegir la matriz de densidad diagonal éptima que maximice Tr(pU)
sujeto a p € 0. Asi, el problema se reduce a un problema de maximizacion de utilidad
clasica, donde la solucién corresponde a una situacion en la que se cumplen los axiomas de
Anscombe y Aumann.

La razén intuitiva de este resultado es que los agentes pierden la prima de utilidad
tipicamente asociada con actos certeros que devuelven una loteria riesgosa en comparacién
con actos inciertos. Esto sucede porque, dado que el agente sélo utiliza la traza parcial
al calcular su utilidad, no se estda usando toda la informacion disponible de la matriz de
densidad. Consecuentemente, el agente se comporta como si tuviera menos informacién de

la que tiene (particularmente las loterias riesgosas son tratadas como actos inciertos), lo que
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lleva a comportamientos consistentes con la teorfa clésica.? Notar que este efecto no se debe

a ningin cambio en la creencia de la distribucién de los estados de la naturaleza m(w).

5 Conclusion

Hemos demostrado que, cuando un agente enfrenta un acto cuya matriz de densidad opera
en el producto tensorial de dos espacios vectoriales, uno de los cuales representa el entorno,
la traza parcial de la matriz de densidad contiene toda la informacion relevante necesaria
para calcular la utilidad del agente. Ademas, hemos demostrado que si el agente debe elegir
una matriz de densidad de un conjunto de matrices diagonales, el problema se reduce a un
problema clasico de maximizacion de utilidad esperada, donde la aversion a la ambigiiedad no
juega ningun papel en la determinacion de la matriz de densidad 6ptima. Finalmente, hemos
probado que, cuando los resultados en el primer espacio vectorial estan determinados por
los resultados en el entorno, la traza parcial de las matrices de densidad se vuelve diagonal,
por lo que la prediccién del modelo coincide con la de la teoria clasica de maximizacién de
la utilidad esperada.

La intuicién detrés de este resultado es que los agentes actiian como si tuvieran menos
informacion de la que realmente poseen, ya que calculan su utilidad utilizando la traza parcial
de la matriz de densidad en lugar de la matriz completa. Como resultado, la aversién a la

ambigiiedad no influye en las decisiones éptimas cuando existe un entorno.

2Este es un resultado comtn en la mecdnica cudntica, y explica por qué los sistemas fisicos dejan de
exhibir propiedades cudnticas bajo ciertas condiciones.
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