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Resumen

Este estudio se centra en la determinacién del contrato éptimo para un jugador
de futbol, integrando la investigacién sobre inversién bajo incertidumbre con la
literatura existente sobre seleccién adversa. Cuando el club disefia el contrato,
determinando salario y duracién del mismo, no conoce la naturaleza (buena o
mala) del jugador en cuestién, y el desafio principal radica en establecer estas
variables del contrato de manera que sea adecuado para cada tipo de jugador,
antes de que se manifieste su calidad efectiva y los beneficios econémicos que

aportard al club.



1. Introduccion

Una de las decisiones estratégicas mas importantes que enfrentan los clubes de
fatbol profesional es la contratacion de jugadores. Dada la elevada incertidumbre sobre
el futuro rendimiento de los futbolistas, especialmente en el caso de promesas juveniles, y
la asimetria informativa entre jugadores y clubes, los equipos se enfrentan a un problema
de seleccién adversa. Los clubes deben invertir grandes sumas de dinero en el fichaje
de estos jovenes talentos, sin tener la certeza de que desarrollaran todo su potencial.
Una mala contratacién puede tener graves consecuencias financieras y deportivas para
la entidad deportiva.

La presente tesis se propone estudiar esta problematica, generada por la existen-
cia de beneficios que son variables aleatorias y de costos fijos para la adquisicion de
jugadores, analizando en profundidad el problema que enfrentan los clubes al intentar
identificar el verdadero potencial de los jugadores de futbol. Aplicando un enfoque teéri-
co que incluye inversion bajo incertidumbre y seleccién adversa, se buscan entender los
factores que afectan a los clubes a la hora de seleccionar talento jéven. Luego de plan-
tear este problema, el presente trabajo desarrolla un modelo teérico para abordarlo. En
la seccion 2, se describe el modelo y los supuestos, estableciendo los tipos de jugadores
y analizando sus costos de esfuerzo y la evolucién de sus salarios. Posteriormente, se
examinan tres escenarios diferentes: un modelo con simetria informativa, uno con asi-
metria informativa y contrato separador, y otro con asimetria informativa sin contrato
separador. En cada caso, se analizan los contratos ofrecidos por el club y los equilibrios
resultantes. Finalmente, se comparan los resultados obtenidos en estos escenarios y se

presentan conclusiones basadas en el analisis realizado.



2. Descripcion del Modelo y Supuestos

El presente trabajo se centra en resolver el problema de un club de futbol interesado
en adquirir a un jugador que se encuentra en condiciéon de ”libre”, es decir, que no
estd afiliado a ninguna otra institucién deportiva, en el contexto de un mercado de
competencia perfecta.

Con el proposito de simplificar el andlisis, establecemos dos tipos de jugadores:
Bueno y Malo. Suponemos que con una probabilidad 1, el jugador es Bueno, y con
una probabilidad (1 — 1), el jugador es Malo. La diferencia entre estos dos perfiles de
deportistas se puede ver tanto en el costo por el esfuerzo que enfrenta cada jugador,
como en la evolucion de sus salarios respectivos.

En primer lugar, el costo por esforzarse, el cual es denotado con un @ para el tipo
de jugador Malo y a para el tipo de jugador Bueno, serd tal que @ > «. Por otro
lado, definimos a los salarios como un proceso estocastico. En particular, suponemos
que estos siguen una Brownian Motion Geométrica cuyos parametros difieren segin el
tipo de jugador. Conjeturamos que los salarios para cada clase de futbolista varian de

la siguiente manera:

dw; = ¢;w;dt + nyw;dz; con 1= M,B (1)

La diferencia entre ambos procesos estocasticos viene dada por el drift. Para el
jugador Bueno, el drift serd ¢; mientras que, para el jugador Malo, el drift sera ?,
con ¢ > ¢. Mas adelante veremos cémo estas dos variables (¢ y a) inciden sobre los
resultados del problema.

Por el lado del club, denotamos al beneficio cémo 7, y este es una funcién de w. Es
decir, 7 = g(w), donde ¢ tiene inversa: w = g_l(;?). Como 7 depende positivamente

de w, y w sigue una brownian motion, 7 también sigue una brownian motion y el drift



también serd positivo (7 = g(&r))), por lo que 7 crece con el tiempo. Por lo tanto, los

beneficios del club varian de la siguiente manera:

dr = prdt + omdz (2)

Para simplificar el anélisis, nos enfocamos en el estudio de 3 casos/juegos. En el
primero, el club conoce el tipo del jugador, mientras que en los otros dos no conoce la
naturaleza de este. Basandose en la informacién disponible en cada una de estas partes,
el club ofrecera distintos contratos, y obtendremos diferentes equilibrios y resultados.

En particular, se desarrollaran tres entornos:

= Un modelo con simetria informativa.

» Un modelo con asimetria informativa y contrato separador.

= Un modelo con asimetria informativa y sin contrato separador.

Para cada caso, la evolucion del juego sera la misma. En primer lugar, la naturaleza
elige qué tipo de jugador sera el futbolista en cuestién y el jugador se entera. Luego, el
club (contando o no con esta informacién) disena un contrato que le ofrecera al jugador.
Se establecen los umbrales: los beneficios esperados tales que se compra (7) y se vende
al jugador (m). Estos umbrales ademds implican una duracién esperada del contrato,
es decir, el periodo esperado durante el cual el club tendra al jugador en su posesion,
durante el cual le pagard un salario w. Ademas, el club incurre en un costo fijo P;(e),
que representa el precio de compra del jugador, pagado integramente al jugador en
el momento de la compra, y andlogamente, recibird una suma P, al momento de su
venta. Finalmente, el contrato es presentado al jugador, y este decide si acepta o no
la oferta del club, ademas de elegir cuanto se esfuerza. Ademas, su esfuerzo impactara

directamente en su utilidad y en los beneficios del club, a través de P;(e) (més adelante



veremos de qué manera).
Tras resolver todos los casos, se compararan los resultados obtenidos y se presentara
una seccién de estatica comparativa para analizar las implicaciones de los diferentes

escenarios considerados.

3. Problema del Jugador

El problema del jugador es decidir si acepta el contrato ofrecido o lo rechaza. Para

esto, maximiza su utilidad esperada desde el momento de compra hasta el momento de
venta (el tiempo durante el cual se le pagard un salario) eligiendo un nivel de esfuerzo,
denotado por e, dadas las variables w y w (elegidos previamente por el club). Notar
que el club determina el valor umbral del salario para la entrada y salida del jugador, y
luego con la BMG se encuentra el valor esperado del momento de entrada y salida (t;
y t2)
El esfuerzo tiene dos efectos contrapuestos: por un lado, influye positivamente en el
salario que el jugador recibe durante el contrato; por el otro, impacta negativamente en
la utilidad esperada del jugador debido al costo asociado con el esfuerzo, representado
por a. Si el jugador es Bueno, el costo del esfuerzo sera bajo; si el jugador es Malo, el
costo sera alto.

El problema del jugador luce de la siguiente manera:



méx/ 2 [E (u(wi(t), e;) — aze;) e ] dt + Py(e)e™™"

e 4

sujeto a

(

dw; = ¢;w; dt + n;w; dz (3)

U(-) > U; (Asumimos que e* cumple la restriccién y luego verificamos)

wi(t) = woel@i= T ()]
\

Donde:

E es el operador de esperanza.

u(-) es la funcién de utilidad.

«; es el costo del esfuerzo.

p es la tasa de descuento.

¢; v m; son parametros del proceso estocéastico que describe la evolucion del salario.

dz es el término de variacién del movimiento browniano.

Partiendo de la Brownian Motion Geometrica de nuestro modelo, obtenemos el re-

sultado de la ultima forma de w;(t) en el apéndice.

Asumiremos ahora que u(z,y) = zy, por lo que tendremos que u(w;(t), e;) = w;(t)e;.
La definimos asi ya que impactara positivamente en nuestra utilidad la realizacion del
salario y un salario mas alto, y a su vez un mayor esfuerzo que en un futuro sea obser-

vable, traerd mas recompensa personal.



Reemplazamos con la forma de w;, y asumimos que P;(e) = ce;. Esto es porque a

mayor esfuerzo, mayor va a ser el precio de compra inicial:

e

to 2
méx/ [[E <w06(¢i—7§)t+nﬁ(ﬂ - aiei) e"’t] dt + cee™™ (4)
t1

Para la condiciéon de primer orden del problema, usamos la Regla de Leibniz, y

recordamos que los t; y t5 son tomados como dados en este problema:

to 2
/ e—ﬂtﬂ.:(woeie((i’i—%)t-l—mz(t) — oy)dt + ce Pt = (5)

t1

Con operacion de esperanza, y con E(z(t)) = 0, V¢, obtenemos la siguiente relacién:

to 2
/ e P fwoe;e® =) — a]dt + ce P =0 (6)
t1
to to niz
/ e_ptaldt - / WQ626(¢’_7_p)t _.I_ Ce_/)tl (7)
t1 t1

Con operacion de integrales se tiene lo siguiente:

1 B 1 g o _
ai—[e Pt _ o=pt2 = Woe;— [e(dh 3Pt _ o(¢i—3 p)tz] 4 oce P (8)

U
7_¢i+ﬂ

2 2
. o . . y g _mg
Definimos la siguiente equivalencia por notacion & = —— [el@i2 =Pt _pldim3—p2]

-5 —Pit+p

ce” P, con & (¢, mi, p,t1, t2).

a; _ _
e; (¢i,miy p,t1, ta, ;) = m[e P emrh2 9)

Notar lo siguiente:



= Cuanto mayor sea el costo asociado a esforzarse, menor va a ser el esfuerzo em-
2
pleado. Esto se debe a que &; es negativo ya que se asume que % —¢;i+p<0,y

a su vez la resta de esperanzas es siempre positiva dado que t; < t».

= La diferencia entre el salario de salida y el de entrada, es decir, la duracion espera-
da del contrato, va a tener dos efectos contrapuestos en el esfuerzo. Esto es porque
si aumenta la diferencia, va a ser mayor el tiempo que va a estar incurriendo en
los costos del esfuerzo, pero por otro lado mayor las veces que recibiré beneficios

esperados.

En nuestro modelo, las variables ¢;, n;, p, @; son exdgenas, y las variables de tiempo
t1,t> son tomadas como dadas por el jugador, pero son una decision del club. Estas son
variables esperadas para el agente, ya que el contrato tiene un umbral de beneficios,
que una vez dada la realizacion de la Brownian Motion de los beneficios, obtendriamos

el t1,1y real.

Lo que haremos a continuacion en pos de la soluciéon de nuestro modelo es dejar
al esfuerzo optimo dependiendo de los umbrales de beneficios y variables exdgenas, en
vez de las variables de tiempo, ya que el club va a decidir sobre los umbrales y va a

internalizar la decisién del jugador (agente).

wy 1 por ende,

Tal como se muestra en el apéndice, tenemos que E(7) = In(;> po—
i

nuestro E(t;) = ln(%)@, y E(ty) = ln(wﬂo)¢ii§.

Lo tdltimo que falta para que el esfuerzo dependa de los umbrales de beneficios, es
usar la relacién de la funcién de salarios con la de beneficios. Tenemos que g(w) = T,
y como g tiene inversa, g~!(m) = w. Asumimos esa forma para los beneficios ya que

asumimos que por un lado los beneficios generan un costo para el club, pero a su vez

generan un beneficio, ya que el rendimiento del jugador depende intrinsecamente del



salario. A mayor valoracién del mercado por el jugador (w), mayor sera su rendimiento
y los beneficios que le genere al club. La simplificacion en nuestro modelo hace que los
beneficios dependan positivamente con una forma funcional de © = g(ﬂ)) Lo usamos

en nuestro probelma:

n; g—_(xm) 1 ni g9_ (%) 1 9__(xm) 1
1 (pi—3—p)In(- - ) (pi—3—p)In(- - ) 2 —pIn(= - )
&Enz e g (0)¢,%_€ g~ (m0) ¢'7n7]—|—06 97 (7). 1
T Qi tp
(10)
9" m y_ 1 g tmy_ 1
* — o  —PERg) PGy T
ei (¢ianiﬂpa7r7£7 ai) = € 47z — € Pim2 ] (11)

wo&ip
Ahora, queremos darle una forma a g(z) y a nuestro 7 inicial. Suponemos que
g(z) = azx + b lineal se mueve de esa manera, y ademdas que b = 0 (a # 0, y wg es

exdgeno).

gw)=aw=m

Para las condiciones iniciales, tenemos lo siguiente:
—m
Wy = p

En el apéndice, ademds, se muestra que bajo estos supuestos los drifts de los bene-
ficios y salarios se igualan, por lo que u = ¢, y que o0 = .

Para los umbrales, tenemos que:

w =

SEET

, W=

SRE}

Finalmente, con estas igualdades, obtenemos el esfuerzo éptimo:



§i = — le mMTT —e e ] 4 ce LT (12)
5 —Hi T p
. —pln(G)— —pIn(I)—
ef(gbi)ni)p)ﬁv T, al) = 2§lp € ’ ¢i7§ —€ ’ ¢i7§] (13)

Finalmente, el esfuerzo depende de variables exdgenas (¢;, m;, p, i), y de variables

enddgenas al problema del club, que va a estar eligiendo (7, x).

4. Problema del Club bajo Simetria Informativa

En esta seccién consideramos que el club conoce las variables «, p y e para cada
jugador en cada momento del tiempo. El primer problema que debera resolver el agente
principal (el club), es determinar si es éptimo, o no, comprar al jugador i, conociendo
su costo de compra P;(e) y el precio que obtendria por su venta Ps.

Con esta informacién y los supuestos del paper, definimos w y w. El primero repre-
senta el salario por el que el club esta dispuesto a comprar al jugador, mientras que el
segundo indica el salario por el cual decide venderlo. Una vez hallados los w, podremos
determinar a partir de estos los flujos de beneficios 7 y 7.

Siguiendo Dixit y Pindyck, definimos F(7) como el valor de la opcién de esperar,
una funcion del valor presente de los flujos de beneficios. Aplicando los resultados que
derivaron en su investigacién a nuestro problema, buscamos V*, el valor en el cual se

decide comprar al jugador en cuestion.

10



4.1. Entrada

Dado el proceso estocastico de los beneficios, en cada momento del tiempo el club
se pregunta si comprar o no al jugador de futbol a un precio P (e), sabiendo que luego
posee la opcion de venderlo a un precio P,. Decimos entonces que en cada momento del

tiempo, el club posee el valor de la opcion de esperar.

1

Fent (71') = m(ZfE{’ﬂ' — P1(€), m

E(F(r+ Am))} (14)

Matematicamente, el valor de la opcién se computa como el maximo entre el beneficio
"neto”de poseer al jugador en el club hoy y el valor de la opcién de esperar de manana,
traido a valor presente. Sabemos que existe un momento t; para el cual 7 cruza el
umbral 7 y se ejecuta la compra. Antes de cruzar el umbral, se dice que la opcion esta
en la region de continuacion. En otras palabras, el club continua esperando. Para dicha

regién vale lo siguiente:

1

Fent = m[E(Fent (7T+A7T)) (15)

Despejando obtenemos la ecuacion de Bellman o condicién de no arbitraje para el valor

de la opciéon de entrar:

(1 + pAt)Fony = E(Fepy (m 4+ Am))

pFent At = [E (Fent (7T + Aﬂ')) — Fent
pFent At =LE (Fent (A'ﬂ')) (16)

pFent dt = (Fent (dﬂ)) (17)

11



pFent dt = [E (dFent ) (18)

Aplicamos el Lema de Ito a la condicién obtenida

AF — F'(x)dr + %F”(@(dwf (19)

Utilizando que los beneficios del club se mueven conforme a una brownian motion
geométrica dm = m;p;dt + om;dz, podemos concluir que (dr)? = (o7i)?dt. Incorporamos

esto en la ecucacion previa para obtener:

1
dF = F'(7) (pymdt + omdz) + §F”(7T> (om;)” dt (20)

Tomamos esperanza y despejamos para Fi,;:

1
E(dF) = Fyundz + §F7W0'27T2dt (21)
ent 1 2,2
pF (m)dt = Frurdz + §FWU modt
ent 1 2,2
pF (m) = Frum + §FM0 T (22)

Notar que se describe una ecuacién diferencial homogénea de segundo grado. Pro-

ponemos entonces una solucion a la ecuacion en diferencias y resolvemos:

Feri(r) = An’ (23)
1
pAn? = AGr? " pm + 514(971'972(9 —1)o?r?
1
pAT? = A9 + §A«97T9((9 —1)o?

p=0u+ %9(9 —1)o?

12



(1= 10%) £/ (1= 102)° — 4pLo?
. .

61’2 — (24)

Por lo tanto, obtuvimos los pardmetros necesarios para definir a F"(7):

Fori(m) = Ayn® 4+ Agn®™ ) 0, <0,0,>0 A Fou(0)=0 A A =0 (25

4.2. Salida

Habiendo resuelto el problema de compra, nos enfocamos en resolver el problema de
la venta. En particular, buscamos el valor de la opcion de salir, a través de la funcion

del valor del proyecto.

" 1Y\ 1
‘/;5 = [E{Z (—> 7Tt+1}‘/t =T+ — E (WJrl) (26)
i=0 1+p L+p

Llevandolo a tiempo continuo y usando que (dt)? — 0 con j > 1, conseguimos una

nueva condicién de no arbitraje para la venta.

Vi = mdt + Tpdtﬂz (Viiat)
1
‘/;5(1 + pdt) = Tpdtﬂtdt +E (W—Q—dt)

Vi + pVidt = (1 + pdt)mdt + E (Viiar)
pVidt = mdt + pry(dt)® + E (Vigar — Vi)

pVidt = mdt + E (dV)

13



Obtenemos [E (dV'), utilizando Lema de ito

1
dV = Vydm + EVM(dﬂ)2

1
dV = Vﬂ—(ﬂ'z,uldt + O'7TZ'dZ) + §Vm(7rl,uldt + O'7Tid2>2

1 (28)
AV = Vempdt + Veomdz + §Vm(a7ri)2dt
1
[E(dV) = Vﬂ—ﬂ'z,uldt + §V7m—<0'7'l'i>2dt
Reemplazando
1
pVidt = mydt + Vempudt + =V (o) dt
? (29)

1
pVe = m + Vamipi + §V7r7r(07fz‘)2
Obtenemos una ecuacién no homogénea de 2do grado. Proponemos una solucién parti-

cular K7 para la parte no homogénea.

pKm =71+ Knmp
(p—p)Km=m (30)
1

K=—"
p— i

Proponemos la solucién particular B7® para la parte no homogénea.
1
pBr? = BBty + §Bﬁ7rﬁ_2(ﬂ —1)o?r?
1
pBr? = BBnPu+ 5357?5(6 —1)o? (31)

p= B+ 5005~ 1)o”

12 = — (32)

14



Entonces el valor del proyecto tiene la siguiente forma funcional:

wm:pfﬂ+3ﬂ&+&ﬁ2 (33)

Notar que la primera parte (la solucién de la parte no homogénea) es el valor presente
descontado del flujo de beneficios. Mientras que la segunda parte de la solucion es el
valor de la opcién de salir.

Sabemos que vale:

Litysoo Fruie(1) = 0 (34)

Por lo cual, By = 0 (f; > 0). Finalmente, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

para resolver:

V(T) = Pi(e) = Fem(T)

Vi(T) = Fent, »(T0)

(35)
Vi) - B = F'
Vil(z) = F"(x)
T 5 »
+BQ7T 2 —P1<6) :A27T2
p—
1
——— 4 B Bort® ! = Gy Ay
=— + Bor™® — Py = Apr™
p— K

1
m + Bo By = 0, Agm® !

Con las ecuaciones anteriores quedan caracterizadas las soluciones Ay, By, w, 7

15



5. Problema del Club con Asimetria Informativa (I)

A partir de esto, comenzamos por el caso sin simetria informativa. Esto implica que
el club no sabe que tipo de jugador estd contratando, pero el jugador si conoce si es
Bueno o Malo.

Cabe aclarar que, al igual que antes, se diferencia a los jugadores Buenos de los
Malos mediante su drift y su costo de esforzarse (« para jugadores de tipo Bueno, y &
para tipo Malo).

También perciben un salario w; durante su paso por el club (t, — t}) que, como

antes, sigue un proceso browniano:

Para sortear el obstaculo que presenta la falta de informacién, el club arma dos
contratos, con el objetivo de que los jugadores se filtren por si solos, creando asi un

equilibrio separador. Para hacer esto, entran en juego dos restricciones adicionales:

Ug <t2Bat11977~UB,€B) > Ugp (tzM,th,wB, BB)
Compatibilidad de Incentivos
Unm (té\/[7 t{wa W, 6M) = Uwm (t2B, tlB, W, GM)

Estas restricciones buscan evitar que haya incentivos a copiarse entre distintos tipos
de jugadores. Podemos ver que cada tipo de jugador tendra un nivel de utilidad mayor

siempre que elija el contrato que fue disenado para él.

Como los procesos de los jugadores son independientes, podemos tomar el nuevo
valor de la opcién de esperar como una ponderacién de los valores de la opcion de

esperar para cada uno. Vamos a seguir igualando la opcién de esperar con el beneficio

16



que nos generaria el jugador para cada periodo por separado (lo mismo para salida).
Pero ahora vamos a incluir las restricciones de incentivos para que, dado que ahora
coexisten los dos tipos de contrato, ningin potencial jugador Bueno o Malo quiera

elegir el contrato no disenado para él.

V=aVe+(1—-a)Vy

Con todo esto en mente, buscamos

{£B7EM7ﬁB7ﬁM}

Sabiendo que:

d’/TB = ,UB7TBdt + O"/TBdZ

d’ﬂ'M = ILLM7TMdt + U?TMdZ

Y que es necesario que st, v < P257 5, es decir, no solo el precio del jugador Bueno es

mayor, si no que hay incentivo a vender después al jugador Malo (debido a su P, bajo).

El club resuelve igual que en el caso anterior. Para decidir si comprar, sabemos que el
club compara en cada momento el valor de la opcion de poder comprar el jugador contra
el beneficio que este le daria en ese mismo periodo. Esta decision también depende del
factor de descuento del club, ya que tiene un trade-off entre esperar y no incurrir en los
costos, o incurrir en los costos pero recibir los beneficios en el periodo corriente. Para
venderlo, se compara la opcién de salir y dejar de obtener sus rendimientos contra el

ingreso Pi, en el punto en que estos sean iguales, el jugador es vendido.

Por lo tanto, utilizando:

17



B

—B = B B M M
UB (7T277T17£27E17w3763) = Up (t2 ;tl

, WR, 63)
Compatibilidad de Incentivos

U
—M M M _M B 4B
Unm (7T2 y 1 Ty, T 7wM>€M) > Uy (tg,tuwM,eM)

1
pF (1) = Frum + §Fm027r2 (37)

Las condiciones terminales que van a determinar los umbrales de entrada y salida
para el problema (By, Ay, 72, 7M) son:
(1) V(7) = Pr(e) = Fene(T)
(2) Va(7) = Fent, «(7)
(3) V(x) — Py = F(x)
(4)

4) Vi(z) = F7"(x)

(1) V(7)) = Pi(e) = Fen(7)
(2) Va(T) = Fent, «(T)

(3) V(x) — B = F*!(x)
(4) Va(z) = F7"(z)

Aqui obtenemos una solucion abierta, que serd usada para llevar a cabo estatica

comparativa de forma numérica (ver seccién Estatica Comparativa).
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6. Problema del Club con Asimetria Informativa

(IT)

En este contexto, tenemos que el club no conoce la realizacién de la naturaleza, por
lo que no conoce la forma funcional de la Brownian Motion del jugador. Ademds, en
este problema, el club no busca ofrecer un contrato distinto para cada tipo posible de
jugador. En cambio, va a ofrecer un tnico contrato, que va a aceptar cualquiera de
los dos jugadores. La idea es comparar este resultado, con los de los otros contextos, y

hacer estatica comparativa. Igual al problema original, buscamos
(70, )

Ademas, el club va a percibir una Brownian Motion Geométrica que va a ser una
ponderacion de la de los jugadores, ya que elige no distinguirlos y ofrecer un mismo

contrato:

dr = (ap + (1 — a)p)wdt + cwdz

Como tltima aclaracion, el club tampoco va a poder determinar el Precio final al
que va a vender al jugador, dado que no conoce si sera Bueno o Malo. A priori, y dado
que no busca separarlos e inducir al cada tipo a elegir el contrato disenado para ellos,

puede encontrar su mejor estimacién para el precio de venta que sera:
D A B
P, =aPs + (1 —a)P;

Como primeras intuiciones, entendemos que por un lado, el jugador Bueno va a estar
peor que en el caso con simetria, y que el jugador Malo, en cambio, mejor. Ademas,

buscaremos comparar este caso con el caso en el que se busca una separacion y una
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oferta para cada tipo de jugador. Tal vez incluir restricciones extras para poder hacer
que el Bueno elija el contrato disenado para él, hace que se incurra en un costo mayor
al de simplemente ofrecer un contrato tinico y esperar a que toque el jugador Bueno,
con mayores beneficios esperados para el club.

Finalmente, podemos buscar las soluciones para los umbrales de los beneficios en
este contexto. Serd igual que para el problema con simetria informativa, pero con las

nuevas variables de Py(e) y 7.

Primero, encontramos la nueva funciéon de valor de esperar, la funcion de entrada,
y en cada periodo el club se pregunta si es mejor comprarlo, o seguir esperando.

En el 6ptimo, se cumple la ecuacion de Bellman o de no arbitraje:

pFuns A = E (Foy (AV)) (38)

Luego, aplicamos el Lema de Ito para encontrar el cambio de de funcién de salida:

~ ~ 1 ~
pF (%) = Foum + §F%,~r<727r2 (39)

Las condiciones terminales que van a determinar los umbrales de entrada y sali-

da para el problema sin simetria informativa, y sin separaciéon de contrato, son las

siguientes:

(1) V(T) = Pi(e) = Feut(7)
(2) Va(m )— ont, 7(T)

(3) V(Z) — B = F*(x)
(4) Va(T) = Fz"(T)

Notar: P, = c(Ped (7, 7) + (1 — ¥)eB (7, 7))
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7. Resultados

7.1. Caso de simetria informativa

Empezamos con el caso més simple, donde el principal puede distinguir el jugador
Bueno del Malo. Para este caso, la intuicion viendo el problema del agente nos dice que si
el costo por esforzarte aumenta marginalmente, entonces el esfuerzo del jugador bajara.
Lo mismo podemos pensar para el caso donde aumenta marginalmente el drift de la
brownian motion: al tener un salario que crece mas rapido que antes, el agente preferird
reducir su nivel de esfuerzo. Ademas, como es esperable por la literatura escrita sobre el

tema, los beneficios del club bajo simetria informativa son mayores al caso asimétrico.

21



Parametro Valor
Ha 0.5
Hb 0.4
24 1.5
P2y 15
Qg 0.25
Qp 0.3
Umbral de entrada para A 1.9706
Umbral de salida para A 1.0311
Umbral de entrada para B 1.8238
Umbral de salida para B 1.0253
Esfuerzo 6ptimo para A 0.1202
Esfuerzo 6ptimo para B 0.2607
Momentos de cruce para A (entrada) 1597
Momentos de cruce para A (salida) 5848
Momentos de cruce para B (entrada) 1851
Momentos de cruce para B (salida) 4815
Utilidad de A 198.29
Utilidad de B 85.829
Beneficios con A 4387.2823
Beneficios con B 1352.88
Beneficios esperados 2263.2006
Excedente total 2382.7679

Cuadro 1: Resultados bajo Simetria Informativa
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Beneficios

Beneficios

Trayectoria de Beneficios para Tipo A (Simetria Informativa)

247 —— Beneficios A
== = Umbral entrada A

= = Umbral salida A
2.2

2.0 1 l n in_ I H L
1.8 1
1.6 1
1.4

124

1.0+

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
NUmero de Periodo

Figura 1: Realizacién de 7 con el jugador Bueno en simetria informativa

Trayectoria de Beneficios para Tipo B (Simetria Informativa)

2.0 4 —— Beneficios B
== = Umbral entrada B
== = Umbral salida B

1.8

1.6

1.4+

1.2+

1.0+

0.8 1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Numero de Periodo

Figura 2: Realizacion de m con el jugador Malo en simetria informativa
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7.2. Caso de asimetria informativa con contrato separador

Parametro Valor
Ha 0.5
Ho 0.4
P2a 1.5
P2 14
Qg 0.25
Qp 0.3
Umbral de entrada para A 1.9706
Umbral de salida para A 1.0311
Umbral de entrada para B 1.8610
Umbral de salida para B 0.9933
Esfuerzo 6ptimo para A 0.1202
Esfuerzo 6ptimo para B 0.2741
Momentos de cruce para A (entrada) 587
Momentos de cruce para A (salida) 5127
Momentos de cruce para B (entrada) 990
Momentos de cruce para B (salida) 5778
Utilidad del Bueno 108.3948
Utilidad del Malo 183.7284
Beneficios con el Bueno 3927.3291
Beneficios con el Malo 1328.2839
Beneficios esperados 2107.9974
Excedente total 2269.1257

Cuadro 2: Resultados bajo Asimetria Informativa con Separador
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Trayectoria de Beneficios para Tipo A (Asimetria Informativa - Separador)

— Beneficios A
== = Umbral entrada A
2.0 == = Umbral salida A

1.8

1.6

144

Beneficios

1.2+

1.0+

0.8 1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
NUmero de Periodo

Figura 3: Realizacién de 7 con el jugador Bueno en asimetria informativa con sepa-
racion

Trayectoria de Beneficios para Tipo B (Asimetria Informativa - Separador)

2.75 1
— Beneficios B

== = Umbral entrada B
2504 == Umbral salida B

2.25

2.00

1754

Beneficios

1.501

1254

g — e e e e e T e e e T S

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
NUmero de Periodo

Figura 4: Realizacion de 7 con el jugador Malo en simetria informativa con separacién
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7.3. Caso de asimetria informativa sin contrato separador

Parametro Valor
prob_de_ser_Bueno 0.3
Ha 0.5
b 0.4
Ip 0.43
P2a 1.5
P2y 1.4
P2p 1.43
o' 0.25
ap 0.3
ap 0.285
Umbral de entrada para ambos 1.9706
Umbral de salida para ambos 1.0311
Esfuerzo 6ptimo para A 0.1292
Esfuerzo 6ptimo para B 0.2458
Momentos de cruce para A (entrada) 424
Momentos de cruce para A (salida) 4958
Momentos de cruce para B (entrada) 1996
Momentos de cruce para B (salida) 4674
Utilidad del Bueno 105.3942
Utilidad del Malo 129.3812
Beneficios con el Bueno 2341.1283
Beneficios con el Malo 2190.1392
Beneficios esperados 2235.4359
Excedente total 26 2357.6210

Cuadro 3: Resultados bajo Asimetria Informativa sin Separador



Trayectoria de Beneficios para Tipo A (Asimetria Informativa - No Separador)

— Beneficios A
== = Umbral entrada
== = Umbral salida
2.5+
) i
8 2.0
=)
=
(3]
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()
o]
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
NUmero de Periodo

Figura 5: Realizacion de 7 con el jugador Bueno en asimetria informativa sin separa-
cién

Trayectoria de Beneficios para Tipo B (Asimetria Informativa - No Separador)

227 ___ Beneficios B

== = Umbral entrada
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Figura 6: Realizaciéon de 7 con el jugador Malo en simetria informativa sin separacién
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8. Simulacion

Simulamos 500 realizaciones estocasticas para cada tipo de jugador y para cada tipo
de escenario para evaluar la veracidad de nuestras hipotesis iniciales. Para modelar el

problema elegimos los pardmetros exégenos de las siguiente manera:

= 0 =05
= p=0)9
mq=2

= N = 5000

periodos = 6000

= ¢c=0,02
= o = 1,25
1 =0,3

Al jugador Bueno lo denotamos como el tipo A y al jugador Malo, tipo B. En todos
los escenarios y casos elegimos los parametros de manera tal que pa > pug y as < ag.
Para los escenarios con simetria, tomamos un valor de P, con tal que sea igual para
ambos jugadores.

En todos los casos de informacién asimétrica con contrato agrupador observaremos que
los umbrales de entrada y salida para cada jugador son iguales. Al disenarlo, el club
incorpora a f, en su problema de determinacién del momento éptimo para invertir,

donde 1, es Pyt + (1 — )11

Presentamos la tabla (4) con los resultados obtenidos:

28



Parametro SI Al separador AT agrupador
ta 0.50 0.50 0.50
b 0.40 0.40 0.40
p - - 0.33
P24 1.50 1.50 1.50
P2 1.50 1.40 1.40
P2y - - 1.43
Qg 0.25 0.25 0.25
p 0.30 0.30 0.30
ap - - 0.28
Umbral de entrada para A 1.97 1.97 1.97
Umbral de salida para A 1.03 1.03 1.03
Umbral de entrada para B 1.82 1.86 1.97
Umbral de salida para B 1.02 0.99 1.03
Esfuerzo 6ptimo para A 0.12 0.12 0.11
Esfuerzo 6ptimo para B 0.26 0.27 0.21
Promedios Tipo A
t1 663.00 1443.00 1810.00
t2 4979.00 4387.00 4678.00
duracion 4316.00 2944.00 2868.00
U 178.94 108.40 103.95
II 4308.48 3907.23 2249.13
Promedios Tipo B
t1 3058.00 425.00 644.00
12 4793.00 4918.00 5155.00
duracion 1735.00 4493.00 4511.00
U 95.67 186.76 123.49
II 1249.89 1309.30 2100.42
Beneficios esperados 2167.47 2088.68 2145.04
Excedente total 2288.12 2251.93 2262.67

Cuadro 4: Simulacion inicial con ¢ = 0.3
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Llamamos beneficios esperados a: 1144 (1—1)I1 . Llamamos beneficios acumulados

a II; donde

2
Il = / mi* e Pldt + Py x e " — Pi(e;) * e ! para je{A, B}
1

Llamamos excedente total a: 1)(Ua + 114) + (1 — ¢)(Up + I1p).

A primera vista podemos notar que el excedente total del caso con informacién simetrica
supera cualquiera de los dos casos con informacién asimétrica. Lo mismo ocurre con los
beneficios esperados del club. Dicho resultado resulta intuitivo de la siguiente manera.
Cuando el tipo de jugador es informacién publica, el club puede disenar contratos (por
ende umbrales de entrada y salida) especificos para cada jugador y sus respectivas
distribuciones BM. Dados los costos fijos, en cada momento del tiempo, se pregunta si
es Optimo ejecutar la opcién de entrada, comprando al jugador; o la opcién de salida,
vendiéndolo. En cambio, en el caso asimétrico separador, sabemos que diferenciamos P,
para cada jugador, con tal que se cumpla la restriccion de compatibilidad de incentivos
para el jugador de tipo B. Esta nueva restriccién, implica cambiar la solucién 6ptima
que encontramos en simetria. Necesariamente, al incorporar una nueva restriccion al
problema, el club se encuentra peor.

En segundo lugar, se observa en la tabla (4) que la utilidad del jugador de tipo A es
mayor con simetria. En otras palabras, al jugador Bueno le conviene la transparencia
de informacién. Lo opuesto le sucede al jugador de tipo B. En simetria se encuentra
con una utilidad inferior en comparacion a lo que podria obtener en cualquiera de los
dos casos con asimetria. Ademas, es relevante notar que el jugador Malo siempre se
esfuerza més que el jugador Bueno.

Por 1ltimo, bajo simetria, observamos que la duraciéon promedio del contrato del Bueno

es mayor a la duracién promedio del jugador Malo. Con asimetria, se invierte la relacion,
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el Malo tiene un promedio de duracién del contrato mayor. Esto era exactamente lo
que esperabamos que sucediera cuando disminuimos a P,. Dado una menor ganancia
fija con la venta, aumentan los incentivos a mantener contratos de mayor duracién con
el jugador B.

Dada esta configuracion particular de parametros, de esta simulacion podemos concluir

que el club eligird un contrato agrupador.

9. Estatica Comparativa

En esta seccion, llevaremos a cabo un analisis de estatica comparativa enfocado en
la variacion de dos parametros clave: ¥, pu y o . Este analisis se aplicard a los tres
escenarios planteados previamente, permitiéndonos observar cémo los cambios en estos
parametros afectan el comportamiento y los resultados de cada juego. En particular,
queremos ver cémo es afectada la duracién del contrato (¢3 —¢;) cuando movemos estas
variables, para cada escenario y para cada tipo de jugador (Bueno o Malo). Al final
del analisis, realizaremos una comparacién exhaustiva para identificar en qué casos se
maximiza el excedente total de los agentes. A través de este enfoque, buscaremos ofrecer
insights valiosos sobre la interaccién entre estos parametros en el problema planteado.

Siempre que comparemos sera contra el caso benchmark reportado en la tabla 4.

9.1. Caso 1: ¢

Mantiendo todo lo demas constante, modificamos el parametro 1, la probablidad

de que el jugador sea de tipo Bueno, a 0,7 y repetimos la simulacion:
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Parametro SI Al separador | Al agrupador
La 0.40 0.40 0.40
I 0.30 0.30 0.30
Ip - - 0.37
P24 1.50 1.50 1.50
P2 1.50 1.40 1.40
P2 - - 1.47
Qg 0.25 0.25 0.25
ap 0.30 0.30 0.30
ap - - 0.26
Umbral de entrada A 1.96 1.86 1.86
Umbral de salida A 1.03 0.99 0.91
Umbral de entrada B 1.81 1.75 1.86
Umbral de salida B 1.04 0.95 0.91
Esfuerzo 6ptimo A 0.13 0.13 0.46
Esfuerzo 6ptimo B 0.25 0.28 2.44
Promedios Tipo A
t1 665.00 1473.00 1608.00
2 4818.00 4282.00 4200.00
duracion 2654.00 2609.00 2592.00
U 174.94 109.39 122.49
II 4301.58 3898.39 2839.38
Promedios Tipo B
t1 3045.00 431.00 1524.00
2 4769.00 4818.00 4148.00
duracion 4316.00 4043.00 26.00
U 94.98 182.85 203.11
I 1239.12 1311.28 2783.94
Beneficios esperados | 3382.84 3122.25 2822.75
Excedente total 3533.79 3253.68 2969.43

Cuadro 5: Simulacion con ¢ = 0,7




En primera instancia, notamos que para este conjunto particular de parametros, los
beneficios esperados del caso asimétrico separador superan a los beneficios esperados del
caso no separador, por lo tanto el club eligird ofrecer dos contratos distintos. Ademss,
se mantiene la regla de que el club y el jugador Bueno se encuentran con su utilidad
maxima bajo simetria.

Cuando comparamos el cuadro (5) contra el caso base con 1) = 0,3 (4), los valores que
principalmente cambian son los resultados del escenario agrupador, ya que la probabli-
dad de obtener un jugador Bueno define los umbrales de entrada y salida que afectaran
a ambos jugadores.

Cuando aumenta la probabilidad de que el jugador sea de tipo Bueno, por consecuen-
cia inmediata, se reduce la probabilidad de que el jugador sea Malo. En el escenario
separador, esto implica que los beneficios relativamente mas altos de tener al jugador
Bueno son ponderados por un pardametro ¥ mayor; mientras que los beneficios relativa-
mente menores de tener un jugador Malo pierden peso. En otras palabras, el aumento
en 1) genera incentivos a la separacién, ya que la pérdida en beneficios del club (cuando
le toca el jugador Malo) no tiene tanta relevancia ni peso por ser un escenario poco

probable.
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9.2.

Caso 2: Varianza alta y drifts bajos

Parametro SI Al Separador | AI agrupador
lha 0.36 0.36 0.36
s 0.27 0.27 0.27
Lp - - 0.29
P24 1.50 1.50 1.50
P2 1.50 1.40 1.30
D2 - - 1.36
Qq 0.25 0.25 0.25
ap 0.30 0.30 0.30
ay - - 0.28
Umbral de entrada A 1.94 1.94 1.94
Umbral de salida A 1.08 1.08 1.08
Umbral de entrada B 1.80 1.76 1.94
Umbral de salida B 1.30 1.19 1.08
Esfuerzo 6ptimo A 0.20 0.20 0.17
Esfuerzo 6ptimo B 0.20 0.32 0.33
Promedios Tipo A
tl 662.00 1239.00 1813.00
2 5001.00 4392.00 4877.00
duracion 4339.00 3153.00 3044.00
U 178.12 108.26 103.89
1I 4308.32 3906.76 2248.72
Promedios Tipo B
tl 3045.00 387.00 634.00
t2 4829.00 4917.00 5183.00
duracion 1784.00 4530.00 4549.00
U 94.77 186.02 122.61
II 1249.15 1308.41 2100.29
Beneficios esperados | 2166.90 2087.91 2144.82
Excedente total 2286.68 2250.61 2261.81

Cuadro 6: Caso no Pink
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Para la simulacién expuesta en (6), dado todo lo demds constante, se tomo a o = 0,7
y los drifts de ambos jugadores disminuyeron un 10 %.
En primer lugar, observamos que el excedente total en simetria es mayor que con asi-
metria, una caracteristica que comparten todos los resultados vistos hasta el momento.
También podemos notar que el club, dada esta configuracién de parametros, elige un
contrato agrupador bajo asimetria.
Luego de disminuir la tasa de crecimiento de los beneficios para ambos estados de la
naturaleza, obtenemos que el club sigue eligiendo disenar un contrato agrupador tal
como el caso base (4).
Por otro lado, nuestros agentes son neutrales al riesgo por lo que un aumento en la
varianza los deberia dejar indiferentes frente al caso original con ¢ = 0,5, aunque este
cambio impacta directamente en el cdlculo de los umbrales.
Cuando comparamos los excedentes y beneficios esperados, notamos que los valores dis-
minuyen levemente, en comparacién al caso original. Ademaés la duracion es esperada
para la mayoria de los casos aumenta. Intuitivamente podriamos decir que la disminu-
cién de los drifts de cada proceso estocdstico generan que en promedio se tarde mas en

cruzar el umbral de salida alargando la permanencia del jugador en el club.
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Caso 3: Varianza baja y drifts altos

Parametro SI Al separador | Al agrupador
la 0.44 0.44 0.44
I 0.33 0.33 0.33
Ip - - 0.36
P24 1.50 1.50 1.50
P2 1.50 1.40 1.30
D2p - - 1.36
Qq 0.25 0.25 0.25
ap 0.30 0.30 0.30
oy - - 0.28
Umbral de entrada A 2.51 2.51 2.51
Umbral de salida A 1.16 1.16 1.16
Umbral de entrada B 2.03 2.06 2.51
Umbral de salida B 0.95 0.91 1.16
Esfuerzo 6ptimo A 0.09 0.09 0.34
Esfuerzo 6ptimo B 0.72 0.87 1.24
Promedios Tipo A
t1 2691.00 1723.00 1826.00
12 5008.00 4429.00 4237.00
duracion 2317.00 2706.00 2411.00
U 181.86 119.19 97.01
II 4310.46 3920.98 2248.73

Promedios Tipo B

t1 1750.00 1103.00 2045.00

2 4510.00 4728.00 4768.00

duracion 2760.00 3625.00 2723.00

U 97.96 209.15 109.47

II 1257.32 1326.66 2092.10
Beneficios esperados | 3394.52 2104.95 2139.09
Excedente total 2296.40 2287.12 2244.83

Cuadro 7: Caso Pink
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Para la simulacién expuesta en (7), dado todo lo demds constante, se tomo a o = 0,7
y los drifts de ambos jugadores aumentaron un 10 %.
A primera vista, se observa que el club, dada esta configuracion de pardmetros, elige un
contrato separador bajo asimetria. Dado que aumentan las tasas de ambos jugadores,

el club prefiere (4).
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10. Conclusion

Este trabajo estudia la relacién entre un principal (club) y un agente (potencial
jugador de futbol del club), a fin de determinar el contrato 6ptimo disenado por el
principal en condiciones de incertidumbre y asimetria informativa.

El primer resultado es acorde a lo que se encuentra en toda la literatura sobre
asimetria informativa: la utilidad del club es mayor cuando el contrato es disenado en
condiciones de simetria informativa.

Por otro lado, en un contexto de informacion asimétrica la eleccién del contrato del
club con respecto a separacién o agrupacion depende de los valores de los pardmetros.
Cuanto més alta es la probabilidad de que el jugador sea Bueno, mayor es la posibili-
dad de que el contrato 6ptimo sea separador. Esto es resultado de los menores costos
asociados al diseno de un contrato que incentive al jugador Malo a elegir el esquema
que fue disenado para él, ya que es menos probable que el club incida en estos costos.

Por otro lado, como era de esperarse, observamos que cuando aumenta la tendencia
de la variable aleatoria que impulsa los beneficios y, al mismo tiempo, disminuye la
varianza, los beneficios del club aumentan. En estos casos de alta tendencia y baja
varianza, la decision sobre el contrato 6ptimo tiende a ser separadora. Este resultado se
debe a que un incremento proporcional en la tendencia para ambos tipos de jugadores
incrementa mas los beneficios asociados a un jugador de alto rendimiento que a uno de
bajo rendimiento. Por lo tanto, el club se beneficia mas del aumento en el rendimiento
del jugador Bueno que del jugador Malo, lo que incrementa la diferencia entre ambos
tipos de jugadores y lleva al club a optar por una estrategia de separacion. Mientras
que, en casos de tendencias bajas (y varianzas altas), el contrato 6ptimo es agrupador.

En todos los casos, los umbrales elegidos para la contratacién de cualquier tipo de

jugador difieren de los obtenidos bajo informacién simétrica. En particular, cuando el
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club elige contrato separador se adelanta la contratacién del jugador Malo con respecto
al caso de informacién simétrica, mientras que se retrasa la compra de un jugador

Bueno. Esto se debe al disenio de un contrato que sea ‘incentive compatible’.
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11. Anexo

Evolucion de los salarios a partir de la Brownian Motion:

Partimos del siguiente proceso estocastico para el salario w:

dw = pwdt + nw dz
Donde:
= ¢ es la tasa de crecimiento del salario.
= 7 es la volatilidad del salario.
= dz es un incremento del movimiento browniano.

El logaritmo del salario u(w) = Inw:

Aplicando el Lema de Ito al logaritmo del salario:

u(w) = lnw

2
1
W+ (2. 5

du = dw dw?

Calculamos las derivadas necesarias:

dui 1

dw w

dPPu 1
dw?  w?

Sustituyendo en el lema de Ito:
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1
du = — (pw dt + nw dz) — 2w? dt
w

w2

7
du:¢dt+ndz—§dt

2
du = (gb—;) dt +ndz

Integramos ambos lados desde 0 hasta 71"

/OTdu—/OT<¢—%2> dt—i—/OTndz

2

Inw(T) — Inw(0) = (¢ - %) T +nz(T)
Despejamos In w(7T):

Inw(T) =Inw(0) + ((b — %2) T +nz(T)

Finalmente, obtenemos la expresién para w(7T):

w(T) = wy - e(((bié)Ter(T))

Donde z(7T') ~ N(0, 1) es una variable aleatoria normalmente distribuida con media

0 y varianza 1, independiente e idénticamente distribuida en cada T

Relacién entre la Brownian Motion de los salarios y la de los beneficios:
dm = prdt + omdz

Partimos del siguiente proceso estocéastico para el salario w:
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dw = owdt + nw dz

Las funciones inversas para los salarios son:

w=g'(7); w=g"'(x)

La relacion entre salarios y beneficios es:

glw)=aw+b=1 —

Derivamos 7 respecto a w:

dm = adw

Sustituimos el proceso estocastico del salario en la derivada:

dr = a(ow dt + nw dz)

Reemplazamos w en términos de 7:

dr = a (?) dt + an (”T_b> dz

Simplificamos las expresiones:

dr = ¢(m — b)dt + n(m — b) dz

Consideramos el caso donde b = 0:

drm = ¢mdt + nmdz
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Comparando con la ecuacion inicial:

drm = prdt + omdz

Se concluye que:

Regla de Leibniz:

Si f(z,y) es continua y g(z) y g(z) son derivables

9(z)
F(z) = f(z,t)dty es derivable, y:
h(zx)
g(w)af
F'(z) = f(z,9(x)d (x) — f(z, h(x))h'(z ——(x,t)d
(#) = flo.o(@)g @) = flo b)) + [

Generalizacion de la Regla de Leibniz:
Si f(x,y) es continua y derivable respecto a z y, ademads, sean g(x) y h(y) derivables:

I(x,y,z fh (z,t)dt es derivable respecio a x e y y si F(z,t) comple que:

OF
E(Zvﬂ - f(Z,t)

L(r,y,2) =% (z,9()g (x) = f(z,9(x))d (z)
= Y(x,y,2) = =%(z, (Y)W (y) = — f(z, h(y))N (y)

Oy
9z (:L‘ Y,z ) ;f(( )) 8];( )dt

oI
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Esperanza de T en funcion de umbrales:

A continuacién, mostraremos cémo obtener la esperanza de T en funcién del umbral
w. Partimos de la ecuacion para los salarios:

w(T) _ wOe(ufg)T+nz(T)

Aplicamos logaritmos naturales:
In(w(T)) = In(wp) + (,u — §> T +nz(T)
Imponemos el umbral deseado para w, denotado como w. Esto nos da:

In(@) = In(uwo) + (4 — 5 ) E(T) + Eln=(T)]

Donde hemos tomado la esperanza condicional sobre T'. Dado que 7 es una constante
y 2(T') es una variable aleatoria con esperanza cero (E[z(7")] = 0), podemos simplificar

la expresién:

Resolviendo para E(T):

Finalmente, despejamos E(T):
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