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Resumen

Este trabajo provee una herramienta para resolver modelos dinamicos, estocasticos
de equilibrio general (DGSE). En la primera parte se resolverda un modelo de
crecimiento estocastico neoclasico. En la segunda parte se resolvera un modelo de
ciclos de economia real (RBC por sus siglas en inglés). Se resolveran mediante la
construccion de las log-linealizaciones caracteristicas necesarias del estado
estacionario y la caracterizacion del equilibrio via ley de equilibrio recursivo del
movimiento. El primer modelo se resolvera mediante el método de coeficientes
indeterminados y el segundo a través de la descomposicion de Schur. Este método
permite resolver modelos no lineales, dinamicos y estocasticos de forma mas
sencilla. La novedad del trabajo es el analisis posterior de la correlacion entre el PBl y
el consumo usando el filtro de Hordick & Prescott (Filtro HP) con datos trimestrales
de Japon desde 1994 a 2018 en diferentes rezagos en el tiempo y la comparacion
entre los resultados tedricos de ambos modelos con los datos empiricos.
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Introduccion

El objetivo del presente trabajo es estudiar la solucion de modelos no lineales,
dinamicos y estocasticos construyendo ecuaciones log-lineales usando un modelo
de crecimiento estocastico neoclasico y un modelo de Ciclos de economia Real (RBC
por sus siglas en inglés). A su vez se busca comparar los modelos teéricos con datos
trimestrales del PBI y consumo de Japon. Para resolver los modelos DGSE se usara
como base la herramienta propuesta por Uhlig (1999).

En la primera parte, se presentara el modelo de crecimiento estocastico
neoclasico. Luego, se sequiran los siguientes pasos para resolver el problema:

I.  Encontrar las ecuaciones necesarias caracterizando el equilibrio.

Puntualmente las condiciones de primer orden.

II.  Escoger parametros y encontrar el estado estacionario

lll.  Log-linealizar las ecuaciones necesarias caracterizando el equilibrio del
sistema para hacer las ecuaciones aproximadamente lineales en los log-
desvios del estado estacionario.

IV.  Resolver via la ley de equilibrio recursivo del movimiento mediante el método
de coeficientes indeterminados.

En la segunda parte, se expondra el modelo de ciclos de economia real propuesto
por Hansen (1986). Luego, se seguiran los siguientes pasos para resolver el problema:

I.  Encontrar las ecuaciones necesarias caracterizando el equilibrio.

Puntualmente las condiciones de primer orden.

II.  Escoger parametros y encontrar el estado estacionario

lll.  Log-linealizar las ecuaciones necesarias caracterizando el equilibrio del
sistema para hacer las ecuaciones aproximadamente lineales en los log-
desvios del estado estacionario.

IV.  Resolver el sistema de ecuaciones usando la representacion recursiva de la
solucion estable del sistema lineal de ecuaciones diferenciales.

En la tercera parte se analizaran las soluciones de los modelos a través de un
analisis de impulso-respuesta y del filtro de Hodrick y Prescott' (1981) y se
compararan los resultados con datos reales de Japon.

La herramienta propuesta por Uhlig (1999) presenta diversas ventajas, entre
lleas simplifica y unifica enfoques existentes para hacer el conocimiento accesible a
una audiencia mas amplia. En efecto, muestra como se log-linealizan’ ecuaciones no
lineales sin la necesidad de hacer una diferenciacion explicita y cémo utilizar el
método de coeficientes indeterminado para modelos con un vector de variables

! Lo llamaremos filtro HP.

2El principio de la log-linealizacidn es usar la aproximacién de Taylor alrededor del estado estacionario
para reemplazar todas las ecuaciones por aproximaciones que sean funciones lineales en el log-desvio
de las variables



estado enddgenas. En consecuencia permite resolver modelos no lineales, dinamicos
y estocasticos de forma mas sencilla.

Para el trabajo se presentara el marco teédrico explicado y se analizara el
modelo con los datos trimestrales de consumo y PBI de Japén desde el 1 de enero
1994 hasta el 1 de julio de 2018 obtenidos de la base de datos FRED?
desestacionalizados. Usaremos el filtro de Hodrick-Prescott para la descomposicion
de la serie temporal en un componente ciclico y otro tendencial. Por ultimo se
analizaran los desvios del PBI y consumo al componente tendencial y se los
comparara con los resultados tedricos del modelo de crecimiento estocastico
neoclasico y de RBC en diferentes rezagos en el tiempo.

? Los datos surgen de la base de datos FRED del Banco de la Reserva Federal de St. Louis. Para mas
informacion consultar https://fred.stlouisfed.org/graph/?id=JPNNGDP,#0 (ultima vez consultado
09/03/2019)



https://fred.stlouisfed.org/graph/?id=JPNNGDP,#0

Parte I: Modelo de crecimiento estocastico neoclasico

El modelo estocastico neoclasico de crecimiento es un modelo dinamico,
estocastico de equilibrio general (DGSE). Vamos a presentar el problema del
consumidor y vamos a usar el método del planificador social para resolver el modelo.
Esta metodologia es tipicamente usada para resolver el equilibrio competitivo en
ciclos de economia real (RBC por sus siglas en inglés).

A continuacion se detalla el ambiente del modelo:

1) Preferencias

Zﬂt “ Ll] ®

En donde C, es consumo®, 0 < 8 < 1 es el factor de descuento y 7 es el coeficiente
de aversion al riesgo.

2) Tecnologias: Asumimos una funcién de produccion de Cobb-Douglas:
— P nl-p
Ct + Kt —_— Zth_th + (1 - 5)Kt—1 (2)

En donde K; es el capital, N; es trabajo, 0 < p < 1 (cuota de capital) y0 < § < 1
(tasa de depreciacion del capital) son parametros y Z, la productividad de los factores
que es exogena y depende de:

log(Z,)) = (1 — ) log(Z) + Ylog(Z;—1) + &, &~i.i.d N(0,0%) (3)
En donde 0 <y < 1y Z son parametros

3) Dotacidn: En cada periodo el agente representativo es dotado de una unidad
de tiempo N; = 1. Ademas es dotado con K_; ent = 0.

4) Informacién: C;, N; y K, son elegidos en base a la informacion de I, hasta el
tiempo t.

El modelo se resuelve mediante la maximizacion del problema del planeador social:

1 n_ 1
i

s.a
K_1,Z,
Cot+Ke=Z,KP |+ (1= 8K,y (2)

log(Zy) = (1 =) log(Z) +Plog(Z;_1) + &, &~i.1.d N(0,0%)  (3)

4 , . . . . P
Se usaran letras mayusculas para indicar variables de “nivel” y minusculas para denotar log-
desviaciones



En la siguiente seccion se calculan las condiciones necesarias de primer orden
de optimalidad usando el Lagrangeano:

L= max 2}1 — —@M+m—4@;—m—®mqﬂ (4.1)

(Ce.K)™®

I.  Encontrar las ecuaciones necesarias caracterizando el equilibrio.
Puntualmente las condiciones de primer orden.

bl]ﬁh;+m ZKL, — (1= 8K, 4] =0

oL 1—-nc¢, "
il B ﬂ—/y -0
aCt 1 - 77
oL -
Para calcular [ﬁ] usaremos el siguiente truco:
t
= ma —A|C + Ky — ZLK 1—-96)K
(Cth))(°° Zﬁ { t[ t t t —( K- 1]}
-1
= max E{..+p{—————A|C + K; — Z{K, 1-8K
(Ct,Kt))(°° { B { 1—1 t[ t t t —( K- 1]}

Cirp —1
+ gt {Hlj — Aes1[Crar + Kep1 = Zegn K = (1= S)Kt]} + }

Usamos la Esperanza E; porque la informacién en t + 1 no es conocida en t, cuando
se elige K;

[aKt] BE(— /1)+.3t+1Et[ /1t+1[ pZt_‘.le 1—(1 6)]]_0

[aa_lit] Bt {_lt + BE; [/1t+1[PZt+1Kf_1 +(1- 5)]]} -

Il.  Escoger parametros y encontrar el estado estacionario

Por (5) obtenemos



De (6):

De (7)

BE; [ﬂt+1[PZt+1Ktp_1 +(1- 6)]] -

Reemplazamos por A, = C, " :

BE[CTh[pZeri KT+ (1= 8)]| = ¢

E¢

C;
B (Ct+ ) [pZeriKE™ '+a- 5)]] =1

Tal que Ry = pZep KX 7H+ (1 —

Por lo tanto estamos en condiciones de obtener el estado estacionario de las
variables.

De (8) obtenemos
C=ZKP+(1—-6)K—-K
De (11) obtenemos

R=pZRP1 4+ (1-6)

_ -1
[Ll_“”]p_l _
pZ

De (10) obtenemos



De (12) obtenemos

De (11) y (12) obtenemos

C=7ZKP+(1-8)K-K=7K
C=Y-6K
Y=C+6K

Calibracion:
Usamos los nimeros calibrados por Uhlig (1998)

7 = 1,000
p = 0,360
8 = 0,025

R = 1,010 1% Tasa de interés real por trimestre
n = 1,000
Y = 0,950
o, = 0,712

B = 0,99

Obtenemos los estados estacionarios:

Y = 3,710
K = 38,161
C =2,756

10



lll.  Log-linealizar las ecuaciones necesarias caracterizando el equilibrio del
sistema para hacer las ecuaciones aproximadamente lineales en los
log-desvios del estado estacionario.

A continuacion vamos a Log-linealizar las ecuaciones necesarias caracterizando
el equilibrio del sistema para hacer las ecuaciones aproximadamente lineales en los
log-desvios del estado estacionario.

La desviacion logaritmica de C, de su estado estacionario C es:

Ce
¢ =1In (F)

¢, = In(C,) —In(C)

C, = eetIn(0) = gCeeIn(©) = Celt ~ C(1 + ;)

Siguiendo este método se obtiene las ecuaciones aproximadamente lineales en
los log-desvios del estado estacionario (Ver al Anexo 1: Solucién a las ecuaciones
aproximadamente lineales en los log-desvios del estado estacionario para mayor
detalle).

A) Para la ecuacion del consumo

De la ecuacion (8):

Co=+ZKl ,+ (1 - 8K, — K, (8)

Podemos ver que si la productividad z; o el capital disponible k,_; estan por
encima del estado estacionario la produccion total es mas elevada por lo que se
puede afrontar un mayor consumo. Por el contrario si aumenta la inversion en la
forma de mayor k, el consumo disminuye ceteris paribus.

Se obtiene

B) Para la ecuacion del retorno

De la ecuacion (11):

Ry =pZ Kl +(1-6) (11)

Se obtiene:

11



C) Para la ecuacion del output

De la ecuacion (12):
Y, =Z,Kl, (12)

Se obtiene:

D) Para la ecuacion de Lucas (Asset pricing equation):

De la ecuacion (10):

Se obtiene:

Se observa que la desviacion porcentual de la tasa marginal de sustitucion dada
por n(c; — c;+1) €n su estado estacionario debe igualar al negativo de la expectativa
tasa de interés r.,,. Especificamente elevadas expectativas de tasa de interés
coincide con baja tasas marginal de sustitucion. Por ejemplo si se espera un aumento
en el consumo solo una elevada tasa de interés puede prevenir a los agentes tomar
préstamos contra el alza futura.

E) Para la ecuacion de la productividad de los factores

De la ecuacion (3):
log(Z,) = (1 —¥)log(Z) + Ylog(Z,_,) + & tal que g,~i.i.d N(0,0?) 3)
Se obtiene:
lor =z, 4 + & (7))
Er(z1) =z (18)]
F) Resultados:

Por lo tanto las ecuaciones:

Ct = +ZtKLP—1 + (1 - 6)Kt_1 - Kt (8)

12



R. = pZ,K '+ (1-6) (11)

Y, =Z,K\, (12)

E¢

Crs1

o [Rm]] =1 o)

log(Z) = (1—1) log(Z_) + Ylog(Zi—1) + & 3)

Obtuvimos los log-desvios del estado estacionario
K K K
0 __kt ﬁckt 1 + 1+6? Zt—Ct (13)

0~ —[1-BA -1 -pke—y +[1-BA =)z — 1 (14)
0~ —y; + pke_q + 25 (15)
e = Et[-NC41 +1e4a]  (16)
2t = Yz,_q + & (17)

Ei(Z¢41) = Yz (18)

IV.  Resolver via la ley de equilibrio recursivo del movimiento mediante el
método de coeficientes indeterminados.

Los datos que tenemos en t son las variables estado k;_; y z;. Por lo tanto tenemos
que encontrar kg, v, 1:,¢; Y z:. Vamos a postular una ley de movimiento recursivo
lineal®:

ke = Vigke—1 + vpz 2z (19)
Ve = Vyrki—q + vy, 2, (20)
T = Uk + v, 2 (21)
Ct = Verke-1 +Vez 2 (22)
Zt = Vgike + Vpp 21 + & (23)
La idea es calcular vy, vy, Vyk, Vyz0 Vrks Vrz, Veks Vezs Vzio Vzz

A) Para la ecuacion del consumo

La tercera ecuacion es superflua para el célculo de la dindmica del modelo. Sin embargo la agregamos para poder
hacer los calculos de las correlaciones con el producto (y;)

Para mayor detalle en el proceso de solucién de las ecuaciones mirar el Anexo 2: Resolucién via la ley de equilibrio
recursivo del movimiento mediante el método de coeficientes indeterminados.

13



K K K
0 =~ _Ekt +_kt—1 + 1+6E Zt_Ct (13)

BC

Ct = Verke—1 Ve 2 (22)

La solucién es:

B) Para la ecuacion del retorno

0~—-[1-BA-8]IA-pke1 +[1-BA =8z, — 1t

Tt = Upikioq + Vpy 2t (21)

La solucién es:
vy =—[1-BA-8)]A-p) (26)

vy, =[1-4(1-6)] (27)

C) Para la ecuacion del output

0~ -y +pkeq + 2 (15)
Ve = Vyiki—q + vy, 2, (20)
La solucion es:
vy =p  (28)
v, =1 (29)

D) Para la ecuacion de Lucas (Asset pricing equation):

(16)

—nce = Ee[-NCrpq + 1e44]
Et(Ze41) = Yz, (18)
ki = vgrkeor + vz ze (19)

Ct = Verke—1 + Ve 2 (22)

La solucidn es:

4

Yy~ Z_F

Vg = > [1-81-8]1-p)+

§|| R

talquey = (

(14)

Ly
B

) (30)

14



lpvrz + 77(1 - l/))%
_ (31

- K
—VUrk + NVck + 77(1 - 1/)) E

Vkz

E) Parala ecuacion de la productividad de los factores

zZy =Yz 1 + & (17)

Zt = UgKe + Vyp Zpq + & (23)

La solucién es:
Ve =0 (32)

Ukz = l/) (3 3)

F) Resultados:

Entonces tenemos que:

o x|

Ve = (—ka + %) (24)

Vkz  (25)

Ve == [1 =B =8)]1—-p) (26)

v, =[1-pA-8)] (27)

vyk = p (28)
vy, =1 (29)
2 _4 =
r=Jr'-z C 1
vkk=ftalquey=<n—l? [1—,5’(1—5)](1—P)+E+1) (30)
l/)vrz +77(1 _1/))%
Viz = (31)

O =

—Vpk + NV + (1 =)
ve=0  (32)
v, =%  (33)

La solucién con los datos calibrados sera:

k; = 0,965 k,_, + 0,075 z, (34)

15



Ziy1 = 0,950 z¢ + & (35)
y, = 0,360 k,_, + 1,000 z, (36)
¢, = 0,618k,_, + 0,305z, (37)

r, = —0,022k,_, + 0,035z, (38)

16



Parte II: Modelo de ciclo de economia real (RBC)

El modelo de ciclo de economia real estocastico es un modelo dinamico,
estocastico de equilibrio general (DGSE). Vamos a presentar el problema del
consumidor y vamos a usar el método del planificador social para resolver el modelo.
A diferencia de los modelos de crecimiento neoclasico estos modelos incorporan al
analisis del equilibrio general las horas trabajadas por los individuos. Particularmente,
para este trabajo vamos a tomar el modelo de Hansen (1985) que supone individuos
libres que ajustan libremente las horas trabajadas y son individuos que si trabajan,
siempre van a trabajar. Ademas supone que si el individuo trabaja sera por jornada
completa. Caso contrario no trabaja.

A continuacion se detalla el ambiente del modelo:

1) Preferencias

oo 1_7]

Zﬁtu_AN
1-n ‘

t=1

U=E (39)

En donde C, es consumo’, 0 < 8 < 1 es el factor de descuento y 7 es el coeficiente de
aversion al riesgo.

2) Tecnologias: Asumimos una funcién de produccion de Cobb-Douglas:
A partir de las siguientes igualdades:
Y, = Z,K' NP (40)
Ki=1,+(1—-08)K,_; (41)
K,—(1—8)K,_1=1 (41.1)
C:+1I, =Y, (42)
Obtenemos:
Ce+1, = Z,KP [N} 7P
Ce+Ke—(1— 8K,y = Z,KP NP
Co+Ke=(1— 8Ky +Z K, NP (43)

Notese que es la misma funcion de produccién Cobb-Douglas asumida para el
modelo de crecimiento estocastico neoclasica en donde K; es el capital, N; es trabajo,
0<p<1 (cuota de capital) y 0 <6 <1 (tasa de depreciaciéon del capital) son
parametros y Z, la productividad de los factores que es exdgena y depende de:

7 p . . . . ..
Se usaran letras mayusculas para indicar variables de “nivel” y minusculas para denotar log-
desviaciones

17



log(Z) = (1 —y)log(Z) + Ylog(Zi—1) + &, &~i.i.d N(0,0?)

En donde 0 <y <1 y Z son parametros. A diferencia del modelo de crecimiento

estocastico neoclasico en este modelo nN, > 0.

3) Dotacidn: En cada periodo el agente representativo es dotado con K_; en

t=0.

4) Informacién: C;, N; y K, son elegidos en base a la informacion de I, hasta el

tiempo t.

El modelo se resuelve mediante la maximizacion del problema del planeador social:

(45)

o 1 n
t t -1
max Z B — AN,
(Ce.K)® -n

S.a
Co+Ke=(1— 8Ky +Z K, NP (43)

log(Z,) = (1 — ) log(Z2) + Ylog(Ze—q) + &, &e~i.i.d N(0,02)

En la siguiente seccion se calculan las condiciones necesarias de primer orden de

optimalidad usando el Lagrangeano:

= max —AN
(Cek)*® EB { ‘

—A[Co+ K — (1= &Kooy — Zth_lNS'”]} (46)

. Encontrar las ecuaciones necesarias caracterizando el equilibrio.

Puntualmente las condiciones de primer orden.

oL -

a_At : —,Bt[Ct + K —(1—-8)Ke—q — Zthp—thl p] =0

dL ¢ p 1-p

S| B G+ Ko = (1= 0Ky = ZKE N ] = 0
t

oL -
H] :Co+ Ky — (1= 8)K,_q = ZKP NP (479)
LOAt

n
] 3t[w_,1t]=0

act

8 . .y . . s .. s .
Notese que es la ecuacion (5) obtenida en el modelo de crecimiento estocastico neoclasico.
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[aNt] B[~A+ (1~ p)ZeKL N = 0

Cancelamos B¢ y multiplicamos y dividimos por N,

oL _N,
[a_]Vt —A+ )lt(l - p)Zth_th 'Dﬁt =0

_ - _t —
aNt] A+CTA - p)

-n Y
Ne=C"(1=p) (49.1)
oL o
Para calcular [aT] usaremos el siguiente truco:
t

- (chT -1 _
L= max E Z Bt {ﬁ — ANy — 2¢[Ce + Ky — (1 = 8)K,_q — Z,KP N, p]}

1-n _
= max E{..+f¢ u—ANt
1-n7

(Ct'Kt)oo
1- Ctl_ln —1
- A|Ce+ Ko — (1 — 8)Ke—q — Z,KE N, P]} .t BT {Ij — AN 4q

1-
- /1t+1[Ct+1 + Kiy — (1= 8K, — Zt+1KpNt+1p } }

Usamos la Esperanza E; porque la informacion en t + 1 no es conocida en t, cuando
se elige K;

[ ] Bt (- /1)+ﬁt+1Et[ Aev1[=PZer KL TON, ! t+1 P —1- 6)]]—0

[aa_;t] Bt {_At + BE; [lt+1[PZt+1Ktp N t+1 P4 1- 5)]]}

[GK] — A + BE; [At+1[PZt+1Kp N t+1 4+ (1= 5)]]
daL
5| BE[enlozenai Nt + 1= 8)]] = 2

9 . .2 . .. s .. s .
Notese que es la ecuacidn (6) obtenida en el modelo de crecimiento estocastico neoclasico.

19



oL

At+1 [
0K,

] BE: pZe KETNLE +(1-8)][ =1

Reemplazamos por la ecuacion (48) [:—CL] :C;T=21 (48)
t

oL cl
oK, .BEt t+1 i [pZer K™ 'N t+1 P+ (1- 5)]]
aKt] 'B t (Ct+ ) [pZt+1Kp 1 t+1 + (1 - 6)]] -

Llamamos R,y = pZe1 KPT'NP + (1 - 6)

Ry = pZKP'N P + (1 - 6)

Entonces,

p

K
=pZ,—=ENP + (1 - 6)
Ktl

Por la ecuacion (40) Y, = Z,K N, * tenemos,

La ecuacion (50) es la ecuacidon de precios de activos (asset pricing equation) de
Lucas (1978) que aparece tipicamente en estos modelos.

Il.  Escoger parametros y encontrar el estado estacionario

De (47) obtenemos

Ademas tenemos,
Y, = Z,Kl [N}TP  (45)

log(Z,) = (1 —)log(Z) + Ylog(Zi_1) + &, &,~i.i.d N(0,052)  (44)

10y, 4 L . . . -
Notese que es la ecuacién (10) obtenida en el modelo de crecimiento estocastico neoclasico.
! Nétese que es la ecuacién (11) obtenida en el modelo de crecimiento estocastico neoclasico pero en vez que
p nl-p
Y, = Zth enestecaso Y, = Z, K, N, ".
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De (40) Y, = Z,K”  N.~” obtenemos el siguiente estado estacionario:

Y = ZKPN1~P

De (41.1) K, = I, + (1 — 6)K,_, obtenemos los siguientes estados estacionarios:

n - . .
De (50) BE; [(%) Rt+1] = 1 obtenemos el siguiente estado estacionario:
1=pR
De (51) R, = p—= + (1 — &) obtenemos los siguientes estados estacionarios:
t Kt

_pY
R =—= 1-96
=+ (1-5)

Y R-(1-96)
K~ p
_ R-(1-96)_
7 = ( )
p
Recordemos que ¥ = ZKPN1~°
R=PHONT s
B K
pZKPN1=P
R-(1-6="21
K
R-(1-68) Kr
pZNi-p K
R-(1-8) o
pZN1-p
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K

1
R—(1-8)p1
pZN1-P

o1
I .
1

1

p—1 _ — —
(NP~1yp1 =K

I =i

1
— Y|p-1 _
K

Con los resultados anteriores podemos probar que

C = ZRPN'P + (1- 6)K — K = ZRPN'-» + K — 6K — K = ZRP — 6K

Calibracioén:

Usamos los numeros calibrados por Uhlig (1998)

Z = 1,000
vl
3

p = 0,360

5 =0,025

R = 1,010 1% Tasa de interés real por trimestre

n = 1,000
¥ = 0,950
o, = 0,712
B = 0,99
B =1,783
A =2585

Obtenemos los estados estacionarios:



Y =1,237
¢ =0919
[=0,318

lll.  Log-linealizar las ecuaciones necesarias caracterizando el equilibrio del
sistema para hacer las ecuaciones aproximadamente lineales en los
log-desvios del estado estacionario.

A continuacion, tal como hicimos con el modelo de crecimiento estocastico
neoclasico vamos a Log-linealizar las ecuaciones necesarias caracterizando el
equilibrio del sistema para hacer las ecuaciones aproximadamente lineales en los
log-desvios del estado estacionario.

Siguiendo el método de solucion usado en el modelo de crecimiento estocastico
neoclasico se obtiene las ecuaciones aproximadamente lineales en los log-desvios
del estado estacionario (Ver al Anexo 3: Solucién a las ecuaciones aproximadamente
lineales en los log-desvios del estado estacionario del modelo RBC para mayor
detalle)

A) Para la ecuacion de inversion

De la desviacion logaritmica de la inversion y la ecuacion (41.1) tenemos:
I, =Te'* ~ [(1+i,) Desviacién logaritmica de la inversién
It == Kt - (1 - S)Kt—l (4‘11)

Se obtiene:

k; ~ 8ir + (1 —8)k;_4 (53)|

B) Para la ecuacién de empleo

De la desviacion logaritmica del empleo y la ecuacion (49.1) tenemos:

Ny = Ne™ ~ N(1+n,) Desviacién logaritmica del empleo
. Y,
Ne=C,"(1— P)Z (49.1)

Se obtiene:

O~y —nc,—n,  (54)
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C) Para la ecuacion del consumo

De la desviacion logaritmica del consumo, la ecuacion (40) y la ecuacion (52):
C, = Ce‘t ~ C(1+c,) Desviacion logaritmica del consumo
Y, = Z,k NP (4)
Co=—K,+(1— 8K,y + Z,K NP (52)

Se obtiene:

D) Para la ecuacion del retorno

A partir de la desviacién logaritmica del retorno, la ecuacion (40) y la ecuacién (51):
R, =Re"™ ~ C(1+1,) Desviacién logaritmica del retorno
Y, = Z,KP NP (40)

Y
Kt—l

E) Para la ecuacion del output

Re=p +(1-6) (G

Se obtiene:

A partir de la desviacién logaritmica del output y la ecuacion (40):

Y, =YeY ~Y(1+y,) Desviaciénlogaritmica del output
Y, = Z,KP NP (40)
Se obtiene:
ye = pker +ze +ne(1—p)  (57)
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F) Parala ecuacion de Lucas (Asset pricing equation):

A partir de la desviacion logaritmica del consumo, del retorno y de la ecuacion
(50):

C; =Ce ~ C(1+c;) Desviacién logaritmica del consumo

R, =Ret ~R(1+ 1) Desviacién logaritmica del retorno

Et [ﬁ( Ct )n [Rt+1]

—t =1 (50)
Ct+1

Se obtiene:

nc: ~ Ef[—ncpar +1eq]  (59)

G) Parala ecuacion de la productividad de los factores

A partir de la desviacion logaritmica de la productividad de los factores y de la
ecuacion (44):

Z, = ze*t ~ Z(1+z;) Desviacion logaritmica de la productividad de lso factores
log(Z) = (1 —y)log(Z) + Ylog(Zi_1) + & tal que e,~i.i.d N(0,02) (44)

Se obtiene:

z; = Yz, + & (60)

|Et(zt+1) =Yz (61)|

IV.  Resolver el sistema de ecuaciones usando la representacion recursiva
de la solucion estable del sistema lineal de ecuaciones diferenciales

De las ecuaciones:
Co=—K,+ (1= 8Ky + Z,KL NP (52)
Y, = Z,KP [N}P (40)
Ne=C"(1 - p)% (49.1)

Y
Kt—l

Re=p +(1-6) (51)

Iy = K — (1 - 8)K;—1 (41.1)
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=1 (50)

Cesr

F [ﬁ( Y Ryl

log(Z,) = (1 — ) log(Z) + Ylog(Z;_,) + & tal que g,~i.i.d N(0,02) (44)
Obtuvimos los log-desvios del estado estacionario
0~ —Cc;+ Yy, —Ii; (55)
0~ pkey—ye+n(1—p) +2z (58)

0~y —nc—ng (54)

Y _
0=p f(Yt — ki) — Rry (56)
ke = 6ip + (1 —6)ke_q1 (53)

—Nce = E[—NCpyq + Tesa] (59)

Ei(Zt41) = Yz (60)

Vamos a escribir el modelo como un vector diferencial de primer orden.
AE[Z¢ 1] = BZ,

En donde Z, tiene todas las variables del modelo y A y B son matrices cuadradas:

ki1 ke
Zt Zt4+1
Ve Ve+1

Zy=| ¢

Ziy1 = | Ct+1
ng Ne+1
e lt+1
Tt Tt+1
Z, esta ordenada de la siguiente manera:

variable estado endbgnea (ki)
Z; = variable estado exognea (z;)
variables puente (resto de las variables)
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0 0 0 0 0 0 0 p 1 1 0 (1—-p) o 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -7 -1 0 0

Y ¥ _

A= | 0 0 0 0 0 0 0 B=rrgz 0 PE 1] 0 o0 -R
1 0 0 0 0 0 0 1-8) 0 0 0 0 5 0

o o o - o o 1 ° 0 o =—m 0o 0 0

Para resolver este sistema de ecuaciones vamos a usar la descomposicion de Schur
usada por Klein (2000) tal que

Z, = [k(t); u(t)] / k(t)contiene las variables estado y u(t) las variables puente
u(t) = F = k(t)
k(t) =P=*k(t)+ €

Para nuestro modelo es equivalente a:

Ve

Ct

nt — F % (kt—l)
i Zt
Tt

() =P (%) +(2)

Usando el método de Klein (2000) se obtiene:

/5,055 1,94;“
0,532 0,470
0,942 0,155
F= | -0,476 1,473 P=
0,000 0,950
-1,321 6,199

-0,033 0,067
N =

Por lo tanto las policy functions son:

kt = 0l942kt—1 + 0,155 Zt (62)
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Ziy1 = 0,950 z; + & (63)
y, = 0,055k,_; + 1,943 z, (64)
¢, = 0,532k,_, + 0,470z, (65)
n, = —0,476k,_, + 1,473 z, (66)
i, = —1,321k,_, + 6,199 2, (67)

r, = —0,033k,_, + 0,067 z, (68)
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Parte Ill: Analisis de la solucion y resultados empiricos

. Analisis de la solucion a través de un analisis de impulso-respuesta y
del filtro de HP.

Un analisis de impulso respuesta muestra la reaccion de las variables explicadas
en el sistema ante cambio en los errores. Un cambio (shock) en una variable en el
periodo t afectara directamente a la propia variable y se transmitira al resto de las
variables explicadas. En este modelo veremos qué pasa con las variables cuando
€y = 1,& = 0Vt+ 0. El analisis de impulso respuesta para el modelo de crecimiento
estocastico neoclasico se muestra en la llustracion 1 y para el modelo RBC en la
llustracion 2. El eje horizontal representa los trimestres posteriores al shock y el
vertical, el porcentaje de desvio respecto al estado estacionario.

Impulse responses to 1 std deviation increase in productiviy
DB | | | | | I |
' ' ' ' : Capitali

e Retury oot -
=~ Output .

01 | | | | | 1 |
0 b 10 15 20 25 30 35 40

llustracion 1 Funcion de Impulso respuesta para el modelo de crecimiento estocastico neoclasico
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Impulse responses to 1 std deviation increase in productiviy
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llustracion 2 Funcion de Impulso respuesta para el modelo RBC

Para mostrar el comportamiento del componente de la tendencia en los modelos
mencionados en el presente trabajo usaremos el Filtro de Hodrick-Prescott (HP)

El filtro HP asume que la serie temporal de interés x; puede ser descompuesta
entre el componente ciclico u; y de tendencia z;.

Xy = Z¢ + U (69)

Para medir qué tan cerca el componente tendencial esta de la serie original
vamos a usar

t
dYe-zr  (0)
t=0

Vamos a querer que la pendiente de la tendencia sea lo mas suave posible por
lo que se penalizara los cambios de la pendiente del componente tendencial. La
penalidad va a ser definida como la suma del cambio al cuadrado en la pendiente del
componente tendencial:

t
t=0

t
Z[(Zt+1 —2z) — (2 — z-1)]* = Z(Zt+1 — 22 + 2¢1)? (71)
t=0
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Para determinar qué tan importante es evitar cambios bruscos de la pendiente
del componente tendencial vamos a multiplicar a la minimizacion el cambio de la
pendiente del componente tendencial por una constante 1 > 012 que sera la penalidad
en la variabilidad del componente tendencial (o de crecimiento) de la serie. Cuanta
mas alta sea la penalidad mas suave sera la solucion de la serie.

Por lo tanto el componente tendencial del Filtro HP resuelve la siguiente
optimizacioén

t t
rpi?Z(xt —z)* + Az(zt+1 — 22 + 2¢_1)? (72)
Zt
t=0 t=0

Para los datos generados por la simulacion de los modelos presentados de las
variables de consumo y de output tenemos la llustracion 3y la llustracion 4:

Filtro-HP -Simulacion del modelo neoclasico de crecimiento: PBI y consumo

3 T T
' Output

Consumption

___________________________________________

Desvio (%) respecto al componente tendencial

150

Trimestre

llustracion 3 Desvio porcentual respecto al componente tendencial para el PBl y el consumo usando el filtro HP

Se observa que la variacion del componente del consumo respecto al
componente de la tendencia es menor que la del output y tienen una correlacion
positiva. En efecto el desvio estandar del Output y del consumo respecto al desvié
porcentual del componente tendencial es de 0,926 y 0,317 respectivamente y la
correlacion es de 0,92.

'2 para datos trimestrales Hodrick & Prescott (1981) proponen usar A = 1.600

31



Filtro-HP - Simulacion del modelo RBC: PBI y consumo

Clutput

5 T T n
P RN Comsartian .......................... -

b g ............................ ................... o 4

Desvio (%) respecto al componente tendencial
— (]
— L
——“_
=

] 40 100 150
Trimestre

Al igual que el modelo de crecimiento estocastico neoclasicos se observa que la
variacion del componente del consumo respecto al componente de la tendencia es
menor que la del output y tienen una correlacion positiva. En efecto el desvio estandar
del Output y del consumo respecto al desvié porcentual del componente tendencial es
de 1,796 y 0,520 respectivamente y la correlacion es de 0,87. En el modelo RBC el
desvio estandar es mayor que en el modelo de crecimiento estocastico neoclasico y
la correlacion es mas baja.

Il.  Resultados empiricos caso Japon

En esta seccidn analizamos la correlacion entre el output y el consumo con diferentes
rezagos en el tiempo. Tomamos los datos trimestrales del PBl y el consumo de Japon
desde el 01/01/1994 y 01/07/2018'%. Los datos tienen 99 trimestres para el andlisis:

B Los datos surgen de la base de datos FRED del Banco de la Reserva Federal de St. Louis. Para mas
informacion consultar https://fred.stlouisfed.org/graph/?id=JPNNGDP,#0 (ultima vez consultado
09/03/2019)

32


https://fred.stlouisfed.org/graph/?id=JPNNGDP,#0

<« 10" Datos de Japdn: PBl y consumo
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llustracion 4 Datos trimestrales del PBl y consumo de Japon entre 1994 y 2018

Es posible ver que el consumo se mantiene mucho mas estable que el PBI. De
hecho pareciera que el PBI no tiene una tendencia creciente en el tiempo analizado
mientras que el consumo muestra una leve pendiente de la tendencia positiva. Segun
algunos autores como Miyazawa (2012) o Hayashi & Prescott (2002) durante los
noventa, Japon experimentd una década perdida ya que el PBlI aumenté por ano
alrededor del 0,5% mientras que el de otros paises como Estados Unidos aumenté en
promedio un 2,6% cada afno. Otros autores como KIM., Kyoji & Tasuji (2010) hablan de
dos décadas perdidas. Puntualmente, KIM., Kyoji & Tasuji (2010) postulan que la
economia japonesa se estancé durante unos 20 anos desde el colapso de la
“economia burbuja" en 1991. En efecto, segun ellos el estancamiento prolongado no
puede ser a causa del estallido de la burbuja o politicas fiscales y monetarias
inadecuadas sino que pareciera ser por un problema estructural de mas largo plazo.

En efecto, para Hayashi & Prescott (2002) las causas de la “década perdida”
fueron en primer lugar, la caida en el crecimiento de la productividad total de factores
que disminuy6 la pendiente de crecimiento del estado estacionario del coeficiente
capital/output. En segundo lugar, la reforma laboral de 1988 que llevo la jornada
laboral de 44 horas semanales a 40 horas semanales para 1993. En el modelo RBC
esto no afecta mucho porque las horas agregadas estan en la funcién de utilidad, la
baja en las horas trabajadas se compensa con el aumento del empleo, por lo tanto en
el agregado no hay diferencias. Sin embargo en el modelo de crecimiento neoclasico
esto hace que se reduzca el sendereo de crecimiento del estado estacionario del
output. También pueden existir otras causas, por ejemplo KIM., Kyoji & Tasuji (2010)
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suponen que la caida en el crecimiento de la productividad de los factores se debe a
la baja tasa de natalidad que hizo que envejeciera la poblacion econémicamente
activa y se redujera la tasa de crecimiento de la poblacion en condiciones de trabajar.

Para que Japon escape del estancamiento del crecimiento del PBI KIM., Kyoji &
Tasuji (2010) proponen que se debe desarrollar un superavit de cuenta corriente que
sea sustentable para evitar apreciaciones del tipo de cambio y no enfocarse tanto en
la estimulacion de la inversion nacional.

Para analizar los datos aplicamos logaritmos y hacemos el Filtro HP:

Filtro-HP - Datos de Japodn: PBI y consumo
4 T T T T T

— PBI
Jr Consumao

Desvio (%) respecto al componente tendencial

-5 1 1 1 1 1
1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
Afio

llustracion 5 Desvio porcentual respecto al componente tendencial para el PBl y el consumo usando el filtro HP:
Caso Japon — Modelo de crecimiento estocastico neoclasico

En la ilustracion 5 el desvio respecto al componente tendencial del consumo
varia menos que el del PBI. Puntualmente cuando el PBI entra en una fase contractiva,
respecto de la tendencia, el consumo se contrae menos y cuando entra en una fase
expansiva salvo en dos periodos puntuales (1996 y 2013-2014) el consumo se
expande menos que el PBI. Hodrick & Prescott (1981) obtiene resultados similares
para la economia de Estados Unidos luego de la Segunda Guerra Mundial. La intuicion
del grafico es parecida al de la simulacion del modelo neoclasico y RBC: la variancia
del desvio porcentual del PBI respecto a su tendencia es mayor a la del consumo y la
correlacion es positiva. En efecto la varianza del desvio porcentual del PBI respecto a
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su tendencia es 1,351 y la varianza del desvio porcentual del consumo respecto a su
tendencia es 0,940. Mientras que la correlacion es de 0,74.

En resumen,
Modelo Neoclasico

Parametros estocastico de Modelo RBC
crecimiento

Datos
empiricos

Varianza del desvio porcentual
del Output respecto al 0,926 1,796 1,351
componente tendencial
Varianza del desvio porcentual
del consumo respecto al 0,317 0,520 0,940
componente tendencial
Correlacion entre output y

092 0,87 0,74
consumo

Se observa que las varianzas del consumo y del output usando los datos
reales de Japdén son mayores a la del modelo neoclasico estocastico de crecimiento
simulado. Mientras que para el modelo RBC la varianza del output es mayor que los
datos empiricos y el consumo es menor.

El desvio porcentual del crecimiento del PBI respecto a su tendencia por
debajo del desvio porcentual del consumo durante los anos 2008, 2009 se debio a la
crisis econdmica mundial ocurrida en 2008 conocida como la “Gran Recesion"”

Por otro lado, el desvio porcentual del crecimiento del consumo respecto a su
tendencia por encima del desvio porcentual de crecimiento del PBI durante los anos
2013-2014 pude ser producto de la politica monetaria expansiva del Banco Central
Japonés. John Hilsenrath, Phred Dvorak y Brian Blackstone (2013) afirman que la
politica monetaria de la FED y del Banco Central Japonés “buscan reducir las tasas de
interés de largo plazo y estimular a los consumidores y las empresas a que gasten e
inviertan mas".'*

Finalmente se analizan la correlacion entre el PBI y el consumo con los
modelos presentados simulados y los datos que tenemos de Japon y se comparan
con distintos rezagos. En la ilustracion 6 se muestran los resultados para el modelo
de crecimiento estocastico neoclasico y en la llustracion 7 para el RBC:

' Para mas informacién se destacan los articulos titulados “El banco de Japon aplica a su economia la
receta de la Fed”; “Las medidas desatan una fiebre del oro” publicados los dias 5 de abril y 11 de abril
del 2013 por el diario La Nacidn.
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Correlation of output and consumption at different lead/lag
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llustracién 6 Correlacion entre el PBl y el consumo del modelo de crecimiento estocdstico neoclasico simulado y
datos de Japon

De la llustracion 6 se desprende que la correlacion entre el consumo y el
output cuando se compara en el mismo periodo es, tal como se menciond
anteriormente 0,92 para el modelo tedrico y 0,74 para los datos empiricos. En efecto a
medida que los rezagos aumentan/disminuyen ambas correlaciones disminuyen.
Para los “rezagos futuros” (leads) pareciera que en ambos casos: modelo tedrico y
empirico la correlacion disminuye a una tasa parecida. Sin embargo en los rezagos
(lags) pareciera que la correlacion del modelo teérico disminuye mas rapido que la
empirica a medida que nos alejamos del 0. En efecto, solo cuando se comparamos
con un periodo de rezago (r = —1) la correlacién coincide entre el modelo empirico y
el modelo tedrico de crecimiento estocastico neoclasico.
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Correlation of output and consumption at different leadflags
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llustracién 7 Correlacion entre el PBl y el consumo del modelo RBC simulado y datos de Japon

De la llustracion 7 se desprende que la correlacion entre el consumo y el
output cuando se compara en el mismo periodo es, tal como se menciond
anteriormente 0,87 para el modelo tedrico y 0,74 para los datos empiricos. En efecto a
medida que los rezagos aumentan/disminuyen ambas correlaciones disminuyen.
Para los “rezagos futuros” (leads) pareciera que en ambos casos: modelo tedrico y
empirico la correlacion disminuye a una tasa parecida. Sin embargo en los rezagos
(lags) pareciera que la correlacion del modelo teérico disminuye mas rapido que la
empirica a medida que nos alejamos del 0. En ningun periodo de tiempo coinciden las
correlaciones. Sin embargo a partir de 7 = —1 hacia atras la correlacion de los datos
empiricos es mayor a la del modelo RBC.
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Conclusion

Para el desarrollo del analisis de los modelos DGSE presentados se han
replicado las hechas por Uhlig (1999) explicando cada paso en la solucién del modelo
para que sea accesible a los lectores con algun conocimiento basico en estadisticay
analisis econdmico. Ademas se utilizé el caso de Japon el periodo 1994-2018 para
ver si los datos empiricos se condicen con la solucidn tedrica. Se argumento que los
datos empiricos podian diferir con las simulaciones tedricas del modelo porque se
analiza un periodo de la economia japonesa que algunos autores dicen que se traté
de dos décadas perdidas porque no hubo un crecimiento sostenido del PBI. Ademas
en el periodo analizado ocurrido una de las peores crisis mundiales desde 1928
denominada la Gran Recesion.

Al analizar los dos 2 modelos tedricos propuestos es posible notar que el
modelo de crecimiento estocasticos neoclasico subestima la varianza del consumo y
el output con respecto a los datos empiricos. Por otro, lado el modelo RBC subestima
la varianza del consumo y sobreestima la varianza del output. El primer modelo
estima mejor la varianza del Output y el segundo la del consumo.

Con relacion a la correlacion entre el consumo y el output ambos modelos
sobreestiman el valor. Segun los datos empiricos hay menos correlacion entre la
varianza y el consumo que lo que postulan los modelos. Para este caso se argumento
que pude ser porque el Estado Japonés deliberadamente desarroll6 politicas para
aumentar el consumo en el ano 2014.
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Anexo 1: Solucion a las ecuaciones aproximadamente lineales en
los log-desvios del estado estacionario

A) Para la ecuacion del consumo

De la desviacion logaritmica del consumo, la ecuacién (8) y la ecuacion (12):
C, =Ce’ ~C(1+c,) Desviacién logaritmica del consumo
Co=+ZK,  +(1-80K,_,— K, (8)
Y, =Z.Kl, (12)
Podemos obtener:
Co=+Y,+ (1= 8)K,_1 — K,
CeCt = +YeYt + (1 — §)Kekt-1 — Kekt
Cl+c)=YA+y)+ (A -8)KA +key) —K(A+kp)
C+Cc,=Y+Yy,+(1-6)K+Kk,_;)— K —Kk,
C+Coi=V+Vy, +(1-8)K+(1—6)Kkiy—K—Kk;
C+Cc,~Y+Yy, +K—-6K+ (1—6)Kk,—y—K—Kk;
C+8K+Cc =Y+ Yy, +(1— 686Kk — Kk
Recordemos que ¥ = C + 6K
Y+ Co, =Y+ Yy, + (1 —6)Kk,_ 1 — Kk,
Cc, =Yy, + (1 —8)Kk,_y — Kk,
0~ —Cc+ Yy, + (1 —68)Kki_y — Kk,
Ve = pkeq + 2,15
Y = ZKP
0~ —Cc; + ZKP(pki—1 +2,) + (1 — 8)Kki—q — Kk,
0~ —Cc; + ZKPpk,_1 + ZKPz, + (1 — §)Kk, 1 — Kk;

0 = _C_‘Ct + Z_I?pzt + (Z_I?p_lp + 1 - 6)I?kt_1 - I?kt

15 .z . . .y
Ir a la parte “ecuacion del output” del presente anexo para ver la demostracidn de esta aproximacion
Ecuacion (12)].
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__ ZKP Y

ZKp_l —_— ==

K K

_ __ Y _ _
0~ —Ccy +ZKPz, + <?p +1- 6>Kkt_1 — Kk,

Y _R —u—5)

K
o —(1— _ _
Oz_CCt +ZKpZt +1_8 Kkt—l_Kkt

_ _ R—(1-9) _ _
Oz_CCt‘l'ZKpZt‘l' Tp"‘l_a Kkt—l_Kkt

_ _ 1
BR=1=>R==

_ __ K _
0 = _CCt + ZKpZt + Ekt_l - Kkt

Recordemos que
ZKP =Y =C+6K
_ _ K _
0 =~ —CCt + (C + 6K)Zt + Ekt_l - Kkt

Dividimos todo por C y obtenemos:

0
i

B) Para la ecuacion del retorno

A partir de la desviacién logaritmica del retorno, la ecuacion (11) y la ecuacion (12):



R, =Ret ~ C(1+71,) Desviaciéon logaritmica del retorno
Ry = pZ,K '+ (1-6) (11)

Y, =Z,K . (12)

Podemos obtener:

_ YeYte k-1
Ret =p — +(1-9)
_ Y(1+ 11—k,
R+r)~ p ( }’t)lg t1)+(1_6)
_ Y
R+ Rry=p ?(1_kt—1 + ¥ — yike—1) + (1= 9)

Recordemos que los productos de numeros pequenos son cercanos a 0: y.k;_,; = 0

_ Y
R+thzp?(1_kt—1+yt)+(1_6)

_ Y —
thzp?(1_kt—1+yt)+(1_6)_R

- Y p —
Rry = p ?(1_kt—1+yt)+5[(1_6)_R]

— Y D -
thzp?(1_kt—1+yt)_;[R_(1_6)]

Recordemos que

s, Y _R-(-9
ﬁ - II?_ p

_ Y
Rry=p ?(1_]‘15—1"‘%—1)

_ Y
Rry=p ?(yt — k1)
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n=p ﬁ()’t — k1)

pR=1oR=s
- =7

Y
e = fp ?(}’t — k1)
Ve = pki_1 + 2
Y
e = fp 7 [(pke—q + 2¢) — keq]
Y
e = Bp ? [(p — Dke—q + 2]

Recordamos que

7_R—(1—6)
K~ p
R—(1-6
e ~ Bp %[(p_l)kt—l-l'zt]

e~ B [R—(1- Nl — Dkyq + 2]

BR=1=R =~
B

1
e~ B 5= =8|~ Dkeos +2

e~ [1-pA-8)(p—Dkeq + 2]
= [1-A =8 —Dkey +[1 -0 =)z

n—[1-pA-8)]I1A-pkey+[1-p0A-0)]z

C) Para la ecuacion del output

A partir de la desviacion logaritmica del output y la ecuacion (12):

Y, =Ye’ ~Y(1+y,) Desviacionlogaritmica del output



Y, =Z.Kf, (12)
Podemos obtener:
YeVt = Z_ezf(l?ekf—l)p

Y(1+y) = Z(1 + z)KP(1 + pky_y)

Y(1+y) ~ZKP(1 + z)(1 + pke_q)
Recordemos que Y = ZK”

Y(1+y) = Y(1 + pke_y + 2, + 2 pk4)
1+y, =1+ pki_q + 2z +zipki 4

Recordemos que aproximamos la multiplicacién de nimeros cercanos a cero a cero
tal que:

Ztkt—l =~ 0
Ve = pki_1 + 2

Finalmente, se obtiene:

|0 ~ =y +pk 1+ 2 (15)|

D) Para la ecuacion de Lucas (Asset pricing equation):

A partir de la desviacién logaritmica del consumo, del retorno y de la ecuacion (10):

C,=Ce ~C(1+c,) Desviaciénlogaritmica del consumo

R, =Re"t ~ R(1+1,) Desviacion logaritmica del retorno

E [B( “ Y (R

=1 (10)
Ct+1

Se obtiene

e \"
E, ﬂ(ce ) [Remtsi]| = 1

C_'e Ct+1

E, [ﬁ(ecte_ct+1)n [Rertﬂ]] =1
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Et[ﬁ[(l +nc)(1 —ner )[R+ Tt+1)]] ~1

E[BR(1 +nc)(1 —neey ) (1 +149)] = 1

Et[ﬁRﬂ —NCep1 + ¢ —NCepnc) (1 + 1) = 1

Et[ﬁﬁ(l —NCey1 T NC — NCeyaNCr + Tep1 = Te41NCr1 + Te41MCe — Tep1NCer1NC)] = 1

Recordemos que aproximamos la multiplicacién de nimeros cercanos a cero es cero

tal que:
Ct+16 = 0
Te+1Ce41 = 0
Te41Ce = 0
Por lo tanto

E([BR(1 —nceyr +mee + 1)) = 1
Recordemos que SR =1
E(ll—mepr +mee + 1l = 1
Aplicamos la propiedad de la linealidad de la esperanza para cancelar el 1
E([1—1—nceyr +nce +1e44] = 0
Ee[n(cs — ceg1) + 10441 = 0

Se obtiene:

=nc: & E;[—ncreq + Teaq] (16)

Se puede ver que la desviacién porcentual de la tasa marginal de sustitucion dada por
n(c; — c4+1) €n su estado estacionario debe igualar al negativo de la expectativa tasa
de interés r.,,. Especificamente elevadas expectativas de tasa de interés coincide con

baja tasas marginal de sustitucion. Por ejemplo si se espera un aumento en el
consumo solo una elevada tasa de interés puede prevenir a los agentes tomar

préstamos contra el alza futura.

E) Parala ecuacion de la productividad de los factores
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A partir de la desviacion logaritmica de la productividad de los factores y de la
ecuacion (3):

Z, = ze? =~ Z(1+z,) Desviacién logaritmica de la productividad de lso factores
log(Z,) = (1 —¥)log(Z) + Ylog(Zi_,) + & tal que e,~i.i.d N(0,02) 3)
Se obtiene
log(Ze*) = (1 —y)log(Z) + Ylog(Ze?-1) + ¢,
log(Z) + log(e?) =log(Z) — Y log(Z) + Ylog(Z) + Ylog(e?-1) + &,

Para simplificar vamos a suponer log(e?t) = In(e%) = z,

ey =Yz, + & (17)

Se obtiene:

|Et(zt+1) =Yz (18)|

F) Resultados:

Por lo tanto las ecuaciones:
Co=+ZKP ,+(1-8)K, ., —K, (8)
Ry = pZK! +(1-8) (11)

Y, =Z.K, (12)

E¢

B [Rm]] =1 (10)

Ct+1

log(Zy) = (1 =) log(Z) + Plog(Ze—1) +&  (3)

Obtuvimos

K K K
0 = _Ekt +ﬁ)_C_kt_1 + 1+6E Zt_Ct (13)

0~ —[1-pA-8)]A—-pke—1 +[1-pA—=8)]z; — 7, (14)
0~ =y, + pkeq + 210 (15)
—nce = E¢[—ncepq + 1e44] (16)

ze =Yz + & (17)

16 L . oo .
La tercera ecuacion es superflua para el calculo de la dindmica del modelo. Sin embargo la agregamos para poder
hacer los calculos de las correlaciones con el producto (y;)
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Ei(Ze41) = Yz, (18)

Anexo 2: Resolucion via la ley de equilibrio recursivo del
movimiento mediante el método de coeficientes indeterminados

Los datos que tenemos en t son las variables estado k;_, y z;. Por lo tanto tenemos
que encontrar k;,1; Y ¢;. Vamos a postular una ley de movimiento recursivo lineal:

ke = vigke-1 + iz 2 (19)
Ve = Vyrki—1 + vy, 2, (20)
e = Vpkke—1 + Vpp 20 (21)
Ct = Vexkey +Vez 20 (22)

Zp = Vgcke + Vyy Ze_q + & (23)

La idea es calcular vy, viz, Vyk, Vyz0 Vrks Vrzs Veks Vezs Vzieo Vzz

A) Para la ecuacion del consumo

K K K
0 __kt ﬁfkt 1 +<1+6E>Zt_ct (13)

K K K
Ctz_Ekt +ﬁkt_1+ 1+6E Zt

Por la ecuacion (22) tenemos que:

Verke—1 + ey 2e =

K K K
_Ekt +ﬁ)_ékt_1 + 1+6E Zt

K K K
Verkt1 +Vez 2¢ = 7 (Vkike-1 + Viz 2¢) + 'B_C—.kt—l +|11+ 55 Zt

Kvkk K K K
Vekke—1 + Vez 2 = ke—1 ﬂC_'kt 1t 1"‘5? 2t = F Vikz %t

O X

1\K K
Vekke—1 + Vez 2 = <_vkk + E)Ekt—l +{| 1+ 5? — = Vkz| Zt

Recordemos que:

=(1+5§)_

o =i
o X

Y=C+6K=>
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1\ K Y K
17ckkt—1 + VUez Zt = <_vkk + E)Ekt—l + E - Evkz Zt

Finalmente tenemos que

B) Para la ecuacion del retorno

0~-[1-BA -0 -pkey +[1-BA=8)]ze =1 (14

re~—[1-B1 =8I0 -pkeq+[1-B1 -8z
Por la ecuacion (21) tenemos que
Vrke1 + Uz 2e = = [1 = B(1 = 8)](1 = plke—q +[1 = B(1 = 8]z
Ve == [1 -1 =8)]A—-p) (26)
v, =[1-B(A—-6)] (27)

C) Para la ecuacion del output

0~ =y +pkeq + 2 (15)
Ve = +pke1+ 2
Por la ecuacion (20) tenemos que
Vyrke—1 + Vyy Ze = pheq + 27
Vyk = P (28)
v,=1  (29)

D) Para la ecuacion de Lucas (Asset pricing equation):

—nce = E¢[—nceq + 144l (16)
Por la ecuacion (22) tenemos que:
_n(vckkt—l + v, Zt) =E; [_n(vckkt + v, Zt+1) + Vprke + vy, Zt+1]

—NVekke—1 —NVez Ze = E[-—NVerke — MVez Zer1 + Vyrcke + Vpg Zpiq ]



—NVerke—1 =Nz 2 = Ee[(Vre = MVer)ke + (Vry = N0cz) Zp44]
“NVerke-1 = NVez Z2e = Wrk = MVerdke + (Vrz — MV El Z444]
Por la ecuacion:
E(zt41) = Yz (18)
Tenemos que
“NVekKe—1 = MVez 2e = Wi = MV ke + Wrz — NV P2,
0= (i = MVerdke + (Wrz =NV )Yze +NVeickeq + 1V, 2
0 = (Wi — MVerdke + [(Vrz — MUY + MVlze + MUk

Reemplazamos
ke = Vigke—1 + vpz 2z (19)

Por lo tanto
0 = (Wrie = Vi) Wiicke—1 + Viez 2¢) + [(Vrz = NVY +Nc2)2e +N0ckke—q
0 = Wk = MVer)Vircke—1 + Wk = MV Viez Ze + [(Vrz = MUY + MVe2l2e + NVcrke—y
0 = [(Vrk = MVer)Vieke + MVerlbe—1 + [V = MV Viez + (Vrz = NVDY + 102,
Para cumplir con la igualdad tenemos que
0 = [(Vrke = MVer) Vi + NV
0 = [(Vrk = MVer)Viz + Wrz — MUY + NMVc,]

Usando los resultados obtenidos anteriormente nos queda por un lado:

Vek = <_Ukk + %)g (24)

Vrg = — [1 - ,8(1 - 6)](1 - P) (26)
0 = [(Vrke = MVer) Viek + NV ]

Reemplazamos v, y v, para obtener vy

1\nK
0= <— [1-p1-8)]1-p)— (‘ka +E)n?> Uki + (—ka +2

Para simplificar dividimos todo por % entonces nos queda:

0= (-

1 1
[1-81—-8)]1—p)+tve, — E) Vi —Vkk + E

E )
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0= +< o pa-sa- )—1> -
= Vkk WK p B Vkk—Vkk 5
0="v} (iu B~ &)1~ p)— >v Dt
jeke T nK B kk —Vkk B
0=vg, + < £_—[1 p(1—8)](1 - P)——— )17kk‘|‘1
nK B B

, (C 1 1
0 = v — R [1—3(1—5)](1—P)+E+1 vkk"’E

1 c 1
0=v,§k—yvkk+—talquey=<n—1? [1—[)’(1—6)](1—p)+—+1)

B B
Tenemos una ecuacion cuadratica cuyas soluciones posibles se obtienen a partir de
—-b+Vb2-4ac,
2a '
4
N
Vkk =5

. ., sy 1 ,
Por propiedades de una ecuacion cuadratica tenemos que 5 = Vkk1 * Vkkz: Ademas

queremos una solucion estable por lo que |v;,| < 1. Uhlig (1995) propone que
usemos como solucion la menor de las dos raices. Por lo tanto

|24
_! B
V= (30)
y por el otro,
1\ K
Ve = (—ka + E)E (24)

Ve == [1 =B =81 —-p) (26)

Vkz (25)

v, =[1-BA-6)] (27)
0 = [(Vrk = MVer)Vkz + (Vrz — MUY + NVc,]
Reemplazamos v,, y v,, para obtener vy,
0 = |(Wrk = NMVei)Vgez + <Urz n= r + 77{? Ukz) Y+ <z Evkz)]
c C c C
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YY  ynk n¥ nK

0= (vrk - nvck)vkz + Yv, — 77? + Tvkz + I ?vkz
YY n¥ Kpy
0= (vrk - nvck)vkz +Yv, —N—=+—=—-——= 1- w)vkz
c C C
Y Kn
0=vyv,, + 77(—1.0 + 1)E + (vrk - nvck) - ?(1 - d)) Vkz
Y Kn
0=vYv,, + 77(_1/) + 1)E - _(Urk - ch) + ?(1 - l/)) Vkz

Kn Y
<_(vrk - chk) + ? (1 - l/))) Vkz = lpvrz + 77(—1/1 + 1) E

lpvrz + U(—ll) + 1)%

Vkz 1?77
—(Vrk — V) + T 1-1vy)

_ lpvrz +7](1 —lll)% (31)

Vgz =
—VUrk + NVck + 77(1 - l/)) E

E) Para la ecuacion de la productividad de los factores

Zy =Yz 1 + & (17)

Zp = Vgke + Vyy Ze_q + & (23)

La solucion es:
Ve =0 (32)

v, =% (33)
F) Resultados:
Entonces tenemos que:
1\ K
Vek = (‘ka + E)E (24)
Y K
VUez = E - Evkz (25)

v =—[1-BA =81 -p) (26)
Urz = [1- ﬁ(l —6)] (27)
Vyr = P (28)
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v, =1 (29)

c 1
vkk:ftal queyz(n—l? [1—3(1—6)](1—p)+ﬁ+1> (30)

P +1(1 =) %
Uiz = 72 (31)
K
—Vr T NV + 77(1 - l,l)) E

Vg = 0 (32)

Vkz = l/) (3 3)



Anexo 3: Solucion a las ecuaciones aproximadamente lineales en
los log-desvios del estado estacionario del modelo RBC

A) Para la ecuacion de inversion

De la desviacion logaritmica de la inversidn y la ecuacion (41.1) tenemos:
I, =Ie't ~ [(1+1i,) Desviaciéon logaritmica de la inversién
I, =K, — (1 - 8)K,_; (41.1)
Podemos obtener:
Te't = Kett — (1 — §)Keke-1
TA+i) ~ KA +k)—(1—8KA +k,_q)
Recordemos que I = 6K
SK(1+ip) =~ K[(A+ k) — (1= 8)(1 +key)]
SA+i)~1+k,—(1—81+k—y)
SA+i)~1+k,—(1—8)—(1—8)k,y
SA+i)~1+k —14+6—-(1 -8k,

SA+i) ~k,+6—(1—8)k,_y

1
+ 5 [ke — (1 — 8)ke—q]

S >

A+i) =
) 1
ly = E[kt — (1= 8)ke4]
1
0= E ke — (1 = &)keq] =iy (15)

1
g = g[kt — (1 - 8)ki4]

k; ~ 8i + (1 —8)k;_4 (53)]

B) Para la ecuacién de empleo

De la desviacion logaritmica del empleo y la ecuacion (49.1) tenemos:
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N; = Ne™ ~ N(1+n,) Desviacién logaritmica del empleo

n Y,
Ne=C"(1-p)  (49.1)

Podemos obtener
_eYt
A

Y1 +yp)
A

Ne™ ~ (Ce)™(1 - p)

N1 +n) =~ C(1 —nc)(1 - p)

CTMY (1 —ne)(1—p)(A + y¢)
A

N1 +n,) =
Recordemos que N = C~"(1 — p) ;, entonces

CTMY (1 —ne)(1—p)(A + y¢)
A

_ Y
(1 _P)Z(l +n) =

T+n,~ A =nc)(X+y:)
1+ne=1—nc+y —nceye
Aproximamos la multiplicacion de nUmeros cercanos a cero a cero tal que:
neeye = 0

Por lo tanto,

ng = —NCt + Yt

0~y —nc,—n,  (54)

C) Para la ecuacion del consumo

De la desviacion logaritmica del consumo, la ecuacién (40) y la ecuacion (52):
C: =Ce ~ C(1+c;) Desviacién logaritmica del consumo
Y, = Z,KP (N}TP (40)
Co=—Ke+ (1= 8Ky + Z, KL NP (52)

Podemos obtener:
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Cc=Y,+ (1 — 8K, — K,

Ce‘t =YeYt + (1 — §)Kekt-1 — Kekt
Cl+c)=~YA+y)+A-8)KA +key) — KA+ k)
C+Cc,~Y+Yy,+(1—68)(K+Kki_1) — K — Kk,
C+Cc~Y+Yy,+(1—-8)K+ (1 —686)Kkiy—K—Kk,
C+Cc,~YV+Vy, +K—6K+(1—68)Kk,y—K—Kk,
C+6K+Cc, =Y +Vy, +(1—06)Kk,_y — Kk,

Recordemos que Y = C + 6K

~l

+Cc, =Y +Yy, + (1 —8)Kk,, — Kk,
Cc, =Yy, + (1 —8)Kk,—y — Kk,

0~ —Cc,+ Yy, + (1 —-8)Kkiy — Kk,

0~ —Cc,+ Yy, + K[(1 — 8k — k(] (16)

Por la ecuacion (53) tenemos que

[ke = (1 = 8)ke—1]

iy =

I

1)
—6iy ~ 3 [ke + (1= 8)ke_q]

Entonces
0 = _C_‘Ct + Yyt - I?(slt
Recordemos que I = 6K

Finalmente obtenemos

D) Para la ecuacion del retorno

A partir de la desviacion logaritmica del retorno, la ecuacion (40) y la ecuacién (51):

R, = Ret ~ C(1+71,) Desviaciéon logaritmica del retorno

1_
Y, = Z,Kf N, P (40)
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Y,
Rt=pKt1+<1—6) (51)
t_

Podemos obtener:

yeyt
Ty — —
Re™ = p— kt—1+(1 &)
B YeVte~Kt-1
Ret =p 7 +(1-9)

R(L+7) ~ pY(l +3’t)I§1 —ke-1) (-6

_ Y
R+Rre=p ?(1_kt—1+yt_ytkt—1)+(1_5)

Recordemos que los productos de numeros pequenos son cercanos a 0: y.k;_; = 0

_ Y
R+Rry=p ?(1_kt—1+yt)+(1_6)

_ Y _
Rry=p ?(1_kt—1+yt)+(1_6)_R

— Y p —
Rry=p ?(1_kt—1+}’t)+;[(1_5)_R]

- Y P -
RTt“P?(1—kt—1+3’t)—E[R—(1—5)]

Recordemos que

Y
Rry=p ?(1_]‘15—1"‘%—1)

Y
Rry=p ?(J/t — k1)

Y
e =p ﬁ()& — k1)
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E) Parala ecuacion del output

A partir de la desviacién logaritmica del output y la ecuacion (40):

Y, =YeYt =~ Y(1+7y,) Desviacién logaritmica del output

Y, = Z,K{ NP (40)
Podemos obtener:
Yeve = Z_ezt(l?ekf-l)p(ﬁe"f)l‘p
Y +y) ~ Z(1 + z)KP (1 + pke— )N P (1 4+ n.(1 - p))
Y(1+y,) = ZKPN'*P(1 4+ z,)(1 + pke— )N P(1 + n,(1 - p))
recordemos que Y = ZKPN1=P
YA +y) =Y +2)A +pke-1)(1 +n(1 - p))
1+y,=~(A+2z)(1+ Pkt—1)(1 +n.(1- P))
1+ye =1 +pkeq +2z + pkt—lzt)(l +n.(1— P))

1+ye = 1+ pke—y +2z¢ + phe12e + 1e(1 — p) +ne(1 — pIpke—q + ne(1 — p)z;
+n.(1 = p)pk_12,

Aproximamos la multiplicacion de nUmeros cercanos de cero a cero tal que:
pki_12¢ = 0
ne(1—p)pki—1 = 0
ne(1—p)z; = 0
ne(1 —p)pkiyz, = 0

por lo tanto,
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Ve = pke—1 + 2z + (1 —p) (57)

0~pki—y:+n,(1—p) +2z, (58)

F) Parala ecuacion de Lucas (Asset pricing equation):

A partir de la desviacion logaritmica del consumo, del retorno y de la ecuacion (50):

C, = Ce‘t ~ C(1+c,) Desviacién logaritmica del consumo

R, =Ret ~R(1+71) Desviacién logaritmica del retorno

F. [ﬂ( Y Ryl

Ct+1

=1 (50)

Se obtiene

et \"
E, B(Ce > [Re'ri]| =1

CeCt+1

E, [5(eCte-€t+1)n [Eertﬂ]] =1

Et[ﬁ[(l +nc) (1 = nee D[R+ Tt+1)]] ~1

Ed (BRI +nc)(1 —nece)) (A 4+ 1) = 1
E([BR(1 = nceys +nee = negpane) (L + 1) = 1
E¢[BR(1 —ncepr + nce = NCepalICe + Teg1 — Tea1NCep1 + TeaalCe — TepaNICeaNCe)] = 1

Recordemos que aproximamos la multiplicacion de nUmeros cercanos a cero es cero
tal que:

Ce+1Ce = 0
Te41Ce41 = 0
Ter1Ce = 0
Por lo tanto

EJ[BR(1 —ncppr +nee +1e4)] = 1
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Recordemos que SR =1
Ee[1 —mcppr +mee + 144l = 1
Aplicamos la propiedad de la linealidad de la esperanza para cancelar el 1
E[1-1—-nceyr +mee + 144 = 0
Ee[n(ce — ceg1) +1e44] = 0

Se obtiene:

ne: & E;[—ncreq + Teq] (59)

G) Para la ecuacion de la productividad de los factores

A partir de la desviacion logaritmica de la productividad de los factores y de la
ecuacion (3):

Z, = ze?t ~ 7(1 +z,) Desviacién logaritmica de la productividad de lso factores
log(Z,) = (1 —)log(Z) + Ylog(Z,_,) + & tal que g,~i.i.d N(0,0?) (41)
Se obtiene
log(Ze*) = (1 —y)log(Z) + Ylog(Ze?-1) + &,
log(Z) + log(e?) =log(Z) — Y log(Z) + Ylog(Z) + Plog(e?-1) + &

Para simplificar vamos a suponer log(e?t) = In(e%) = z,

2, =Yz, 1 + & (60)

Se obtiene:

|Et(zt+1) =Yz (61)|

H) Resultados:

De las ecuaciones:
Co=—Ki+(1—-8)K, 1+ Zthp_thl—p (52)

1—
Y, = Z,KP N 7P (40)

n Y,
Ne=C"(1-p)5 (49.1)
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Y
Ki1

Re=p +(1-6) (51

It = Kt - (1 - 8)Kt_1 (4‘11)

—t =1 (50)
Ct+1

Et [ﬁ( Ct )n [Rt+1]

log(Z) = (1 —y)log(Z) + Ylog(Zi—1) + & tal que e,~i.i.d N(0,02) (44)
Obtuvimos los log-desvios del estado estacionario
0~ —Cc, + Yy, —Ii; (55)
0~pkiy—ye+n(1—p) +2z. (58)

0~y —nce —ng (54)
Y _
0=p f(Yt — k1) — Rmy (56)
ki = 8iy + (1 —8)ki—1 (53)

—nce = Ee[-NCrpq + 1e44] (59)

Ei(Zt41) = Yz (60)
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