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1. Resumen

El objetivo del presente trabajo es analizar las propiedades en muestras pequefias de las
pruebas de raiz unitaria (y de estacionariedad) estandares o mas conocidas, a saber:
Dickey-Fuller (1981), Phillips-Perron (1988) y Kwiatkowski—Phillips—Schmidt—Shin
(KPSS, 1992). Considerando dos especificaciones de modelos, un autoregresivo de
primer orden, AR(p), y un modelo autoregresivo de promedio mévil, ARMA (p,q), se
realiza un experimento Monte Carlo de 1000 simulaciones para calcular de forma
empirica el tamafio y la potencia estadistica de cada prueba, cuando varia el valor del
componente autoregresivo y la dimension temporal de la serie. Los resultados de las
simulaciones muestran que, en muestras muy pequeias, ninguna de las pruebas de raiz
unitaria tiene un desempeio aceptable, especialmente cuando el valor del componente
autoregresivo es cercano a uno. No obstante lo anterior, en términos relativos la prueba
Phillips-Perron (1988) mostr6 el mejor desempefio en muestras pequenias. La prueba
Dickey-Fuller (1981), por su parte, resulto6 ser la prueba mas sensible al tamafio de la
muestra. El desempefio de esta prueba fue el que mas mejord conforme aumento6 el
tamafio de la muestra. Asintoticamente, las pruebas Dickey-Fuller (1981) y Phillips-
Perron (1988) son practicamente equivalentes. Finalmente, la prueba KPSS (1992)
mostr6 un tamafio empirico de la prueba invariante ante cambios en el tamafio de la
muestra. Resultados relativamente similares se encontraron para el poder estadistico de
la prueba. En términos globales, la prueba KPSS (1992) mostr6 los resultados mas

estables para todos los tamafios de muestra.



2. Introduccion

La estacionariedad es un supuesto esencial en la teoria econométrica. Si una serie de
tiempo no es estacionaria, los estimadores no seran consistentes. Aplicar Minimos
Cuadrados Ordinarios (OLS) a variables no estacionarias puede llevar a conclusiones
erroneas sobre los pardmetros y, por lo tanto, a la verdadera relacion entre las variables.
En la literatura econométrica, este fendmeno se le denomina regresiones espurias,
mencionado inicialmente por Granger y Newbold en 1974. Una forma practica para
detectar relaciones espurias es un alto R?, coeficientes estadisticamente muy
significativos y un estadistico de Durbin-Watson muy bajo. Un ejemplo de lo anterior es
cuando dos variables comparten una tendencia creciente en el tiempo. Una regresion
simple aplicando OLS es muy probable que capture la tendencia deterministica de cada
variable y se la atribuya a la variable independiente. Muchas series economicas y
financieras muestran un comportamiento con tendencia o de no estacionariedad en la
media. Algunos ejemplos son los precios de los activos, tipos de cambio y casi todas las

series macroecononicas.

Una tarea importante de la econometria es determinar el orden de integracion de una
serie como requisito previo para la modelacion univariada o multivariada. La
econometria ofrece una amplia gama de pruebas para determinar si una serie es
estacionaria. La idoneidad de una prueba en particular depende en buena medida de la
causa que genera la falta de estacionariedad en el proceso generador de datos (DGP); sin
embargo, en la practica generalmente se observa la aplicacion de estas pruebas de forma
indistinta, sin considerar que la potencia estadistica puede ser afectada por la decision
que se toma sobre la forma funcional del DGP y/o el tamafio de la muestra. Estas
pruebas en su mayoria son asintdticas, por lo que tienden a funcionar bien en muestras

grandes pero no necesariamente en muestras chicas.

El objetivo de este trabajo es analizar las propiedades en muestras pequefias de las
pruebas de raiz unitaria estdndares o mas conocidas. Estudios previos han abordado este
tipo de analisis para casos especificos sobre la falta de estacionariedad. Por ejemplo, la
presencia de un quiebre estructural o cuando el DGP es un AR(1) con p = 1 (pure

random walk). Entre estos estudios se pueden mencionar: Arltova y Fedorova (2016),



Hacker y Hatemi-J (2010), Schwert (1989), Rehman y Zaman (2009), Cavalieri (2003),
Leybourne y Newbold (2000), Kapetanios (2002), IMF (2008), entre otros.

Los pruebas de raiz unitaria a analizar son las siguientes: (i) Dickey-Fuller (DF): es
prueba de raiz unitaria cuando el DGP es un AR(1). (i1) Augmented Dickey-Fuller
(ADF): extension de la prueba Dickey-Fuller para procesos AR de mayor orden. (iii)
Phillips-Perron (PP): es una prueba ADF que permite mayor orden de autocorrelacion.
(iv) Kwiatkowski—Phillips—Schmidt—Shin (KPSS): prueba de estacionariedad alrededor

de una tendencia deterministica.

Considerando diferentes formas funcionales (DGP) y a partir de un experimento Monte
Carlo de 1000 simulaciones, se calculan de forma empirica el tamafio y la potencia
estadistica de cada prueba cuando varia algin parametro del DGP y la dimension
temporal de la serie cambia (T = 30, 50,... 500). El trabajo empieza con una revision de
la literatura empirica del tema (Seccion 3). Posteriormente, se realiza una revision
tedrica sobre procesos no estacionarios y las pruebas de raiz unitaria (Seccion 4 y 5). Un
breve repaso sobre prueba de hipdtesis, poder estadistico y tamafio empirico de una
prueba se desarrolla en Seccion 6. Las distintas formas funcionales del DGP y los
resultados de las simulaciones se discuten en Seccion 7 y 8, respectivamente.

Finalmente, el documento termina con algunas conclusiones en Seccion 9.

3.Revision de la literatura

Estudios empiricos se han enfocado en mostrar que las pruebas de raiz unitaria
estandares fallan en rechazar la hipdtesis nula de raiz unitaria en diversas series
economicas. Por ejemplo, Nelson y Plosser (1982) estudiaron las propiedades dindmicas
de varias serie macroecondmicas y financieras de EE.UU. Los autores fueron pioneros
en mostrar que la prueba de Dickey-Fuller (1979) tiende a no rechazar la hipétesis nula
de raiz unitaria en trece de catorce series econdmicas y financieras agregadas de
EE.UU. Como conclusion general, encuentran que shocks de corto plazo tienen un

impacto de largo plazo en la mayoria de las series analizadas.

A partir de esta publicacion, mucha de la investigacion empirica sobre el tema se enfocod
en tratar de entender el por qué de estos resultados. El principal objetivo fue

comprender el impacto de largo plazo que tiene un shock en series econdmicas con un



componente fuerte de tendencia. Por ejemplo, Perron (1989) mostré que si la Gran
Depresion en 1929 y la crisis del petroleo en 1973 son tratados como eventos que
provocaron un quiebre estructural en las series econdmicas y financieras analizadas por
Nelson y Plosser (1982), muchos de los resultados cambiaban significativamente. En
ese sentido, Perron (1989) argumentod que los resultados de Nelson y Plosser (1982)
estaban sesgados a no rechazar la hipotesis nula de raiz unitaria en las series por no
tomar en cuenta cambios estructurales en las series analizadas. Estos resultados no
cambiaron mucho al aplicar versiones aumentadas de la prueba de Said y Dickey (1984)

y permitir en la estructura del modelo autocorrelacion en los errores.

Mucha de la literatura sobre el desarrollo de pruebas de raiz unitaria se basa en la
comparacion con los resultados obtenidos por Nelson y Plosser (1982). A manera de
ejemplo, para Nelson y Plosser (1982), Murray y Nelson (2002), Kilian y Ohanian
(2002), la serie macroeconomica GNP anual de EE.UU es estacionaria en diferencia.
Sin embargo, Perron (1989), Zivot y Andrews (1992), Diebold y Senhadji (1996),

concluyeron que la serie es estacionaria en tendencia.

Rehman y Zaman (2009) argumentan que muchas de las discrepancias entre los estudios
empiricos sobre los resultados de Nelson y Plosser (1982), se debe a las decisiones
sobre las especificaciones en el modelo como paso previo a implementar las pruebas de
raiz unitaria (por ejemplo, si incluir o no una tendencia deterministica). Los autores
argumentan que si bien en experimentos Monte Carlo estas especificaciones se pueden
controlar, en casos de datos reales no siempre se conocen las verdaderas
especificaciones del proceso generador de datos (DGP). Usando data de real GNP de
EE.UU., Rehman y Zaman (2009) aplican la prueba de Ng-Perron (2001) y encuentran
que la hipdtesis nula de raiz unitaria no se rechaza cuando incluyen una tendencia lineal;
sin embargo, al incluir dicha especificacion en la prueba, la hipotesis nula se rechaza al
10% de nivel de significancia. Estos resultados son hasta cierto punto esperables, pues
la fortaleza de la prueba de Ng-Perron (2001) est4 en la seleccion de la cantidad de
rezagos del modelo. Similares discrepancias encuentran los autores cuando hacen
algunos ejercicios de simulacion. Lo anterior también aplica para especificaciones
erroneas sobre la longitud o cantidad de los rezagos, quiebres estructurales y
distribucion de los errores (homocedasticos vs heterocedasticos). En otras palabras, los
autores argumentan que partir de especificaciones equivocadas sobre la verdadera forma

funcional del DGP puede llevar a conclusiones erroneas.



Una de las pruebas mas utilizadas en la literatura de raiz unitaria es el test de Dickey-
Fuller (1979); sin embargo, como argumentan Hacker y Hatemi-J (2010), este tipo de
pruebas se desarrollan sobre la base de tres tipos de modelos. Un modelo general que
incluye constante y una tendencia lineal determinnistica, y dos modelos restringidos, sin
constante y otro sin tendencia lineal determinnistica. En la practica no es facil
determinar a priori qué modelo es el mas adecuado utilizar para la prueba. En ese
sentido, algunos autores como Enders (2004) han propuesto implementar una estrategia
de testeo secuencial, empezando por el modelo sin restricciones y avanzar, en caso de
ser necesario, hacia los modelos mas restringidos. Sin embargo, como mencionan
Hacker y Hatemi (2010), este tipo de estrategias reducen el nivel de significancia de la
prueba al desarrollar multiples testeos a la vez (mass significance problem). Los autores
proponen una alternativa, que si bien se basa siempre en una estrategia de testeo
secuencial, desecha a priori algunas especificaciones de modelos fruto del
conocimiento previo que se puede tener sobre el comportamiento de las series a
analizar. Hacker y Hatemi (2010) basan su estrategia en Elder y Kennedy (2004). Para
ello desarrollan un experimento Monte Carlo con 5000 simulaciones, partiendo del
siguiente modelo general sin restricciones, Ay, = a + by;_, + ct + &, donde
&~N(0,1) y son independiente e idénticamente distribuido (iid). Modificando los
valores de los parametros (a = 0,0.25,1, b =0 y ¢ = 0, 0.4), los autores aplican la
prueba de Dickey-Fuller (1979). Los resultados de las simulaciones muestran que, en
términos generales, la estrategia de Enders (2004) reduce el poder estadistico y el nivel
empirico de la prueba debido al problema de mass significance. En cambio, al desechar
de forma a priori algunas formas funcionales en los modelos, mejora tanto el poder
estadistico de la prueba, asi como el tamafio empirico. Mas concretamente, Hacker y
Hatemi (2010) encontraron que bajo la estrategia Enders (2004), cuando el modelo de
partida no tiene intercepto y tendencia lineal deterministica, la frecuencia de concluir
que la serie tiene una raiz unitaria es bastante bajo; es decir, el tamafio empirico de la
prueba es mas grande relativo al tamafio nominal. Lo mismo sucede —aunque en menor
frecuencia— cuando el modelo de partida no tiene tendencia lineal deterministica pero si
un drift débil. Cuando la serie tiene una raiz unitaria y un componente de tendencia
lineal deterministica, la prueba Dickey-Fuller (1979) falla con mucha frecuencia en
rechazar la hipotesis nula de raiz unitaria, haciendo caer el tamafo empirico de la

prueba. Lo anterior es esperable, pues como argumentan los autores, la prueba Dickey-



Fuller (1979) no esta disefiada para detectar una raiz unitaria cuando ésta existe en

combinacion con una tendencia lineal deterministica.

La estrategia propuesta por Elder y Kennedy (2004) aplicada por Hacker y Hatemi
(2010) consiste en correr dos pruebas de Dickey-Fuller (1979) de forma secuencial. Una
primera prueba verifica si la serie tiene una raiz unitaria. Si la primera prueba no
rechaza la hipdtesis nula de raiz unitaria, el segundo test verifica si la serie tiene un
drift; en cambio, si la primera prueba rechaza la hipdtesis nula de raiz unitaria, el
segundo test verifica si la serie tiene un componente de tendencia lineal deterministica.
Partiendo siempre del modelo general sin restricciones, Hacker y Hatemi (2010)
modifican el valor de los parametros (a = 0,0.25,1,2 b = —0.05,—-0.1,-0.5,0 yc =
0,0.1,0.2,0.4). Los resultados muestran que, cuando el modelo de partida solo tiene
raiz unitaria, el tamafio empirico del primer test es bastante cercano a su valor nominal.
El segundo test en cambio tiene un tamafio empirico bastante mas alto. Cuando el
verdadero proceso generador de datos tiene raiz unitaria con drift, el tamafio empirico
de la prueba es bastante cercano a su valor nominal. El poder del test parece estar
correlacionado positivamente con la magnitud del drift, es decir, si el drift es alto, el
poder estadistico es cercano a 100%, cayendo significativamente cuando el drift es bajo.
Cuando el verdadero DGP tiene un valor bajo para el parametro del autorezago y;_4, la
primera prueba muestra un poder estadistico bastante bajo. La segunda prueba muestra
un tamafio empirico bastante mas alto que el nominal si la serie también posee un
componente de constante, pero muestra un alto poder estadistico si tiene constante y
tendencia lineal. Finalmente, la prueba parece mostrar un alto poder estadistico cuando
el verdadero DGP tiene un valor intermedio del autorezago, constante y tendencia lineal

deterministica (excepto cuando el valor de la tendencia es baja).

Otro estudio que utiliza simulaciones Monte Carlo es Arltova y Fedorova (2016). Los
autores parten de un proceso autoregresivo de primer orden AR(1) sin constante, y; =
¢yi_1 + & donde £,~N(0,1). A partir de este modelo, van modificando los valores de
¢;,i =0.01,0.02, ...0.99 y la dimension temporal de la serie T = 25,50 y 100. Con
base a ejercicio de 3000 simulaciones, aplican las pruebas de Dickey-Fuller (1979),
Dickey-Fuller (1981), Ng-Perron (2001), Phillips-Perron (1988), ADF-GLS (1996) y
KPSS (1992). Los resultados de las simulaciones se miden en términos del poder

estadistico de la prueba; es decir, que tan probable es el test de rechazar la hipotesis nula



cuando es falsa, y en términos del nivel empirico del test, es decir, que tantas veces se
equivoca la prueba en rechazar la hipotesis nula cuando es falsa (error tipo I). Los
resultados muestran que, como conclusion general, no existe un test ideal que tenga el
mejor performance para todos los tamafios de muestra y los valores de ¢p. En muestras
pequeinas (T = 25), las pruebas de Dickey-Fuller (1981) y Phillips-Perron (1988)
parecen tener un mejor desempefio; sin embargo, cuando el valor de ¢ es pequefio, los
autores encontraron que el test de KPSS tiene un mejor desempeio. Para muestras de
tamafio medio (T = 25 y 100), los autores encontraron que la prueba Dickey-Fuller
(1981) tiene un buen desempeio. Estos resultados también se confirman cuando la
muestra es grande (T = 500). Las pruebas de Dickey-Fuller (1981), Phillips-Perron
(1988) y Ng-Perron (2001) muestran un buen performance, incluso para valores
pequeiios de ¢p. Cuando la dimension temporal y el valor de ¢ son grandes, la prueba de
Ng-Perron (2001) y ADF-GLS (1996) tienen el mejor desempeio. Otra conclusion
general es que la prueba de Ng-Perron (2001) funciona bien cuando,
independientemente del tamafo de muestra, el valor de ¢ es pequefio. Finalmente, y al
igual que mucha de la literatura empirica sobre las pruebas de raiz unitaria, los autores

recomiendan complementar el uso de este tipo de pruebas con el test de KPSS.

4. Series estacionarias vs no estacionarias

Una serie de tiempo {y,}I_; se define como fuertemente (o completamente) estacionaria
si la distribucion conjunta es invariante en el tiempo. Lo anterior implica que todos los
momentos de la distribucion como la media, la varianza, etc., no dependen del tiempo,
ni las correlaciones cambien con el tiempo (por ejemplo, si existe autocorrelacion de

primer orden, ésta no cambia con el tiempo).

En la préctica es dificil probar si una serie temporal es fuertemente estacionaria,
principalmente por problemas de disponibilidad de datos. La mayoria de las series
econdmicas son muestras no necesariamente muy grandes en la dimension temporal.
Por lo anterior, un concepto mas util y usado en la practica es el de estacionariedad
débil o en covariana. La estacionariedad débil solo requiere que los primeros dos
momentos de la distribucion (media y varianza) y la covarianza sean independientes del

tiempo.



Al modelar series de tiempo es util pensarlas como una realizacion de un proceso
estocastico (xq, x5, ..., X,). En general, un proceso estocastico se puede describir como
una distribucion de probabilidad n-dimensional p(xy, x5, ..., X,) y, por lo tanto, la
relacion entre una realizacion y el proceso estocéstico detras se puede asemejar a la
relacion entre una poblacion y una muestra. Los primeros dos momentos de esta

distribucion vienen dados por:
o E(xy), E(xz), ..., E(xp)
o V(x1),V(x3),...,V(xp)
) Cov(xi,xj),i <j

Como se menciono anteriormente, un proceso estocastico se dice que es estacionario en
sentido estricto si las propiedades de la distribucion de probabilidad no se ve afectada

por la dimension tiempo:

p(xleZf "-lxn) = p(x1+l'x2+l' ""xn+l) (1)

Por otra parte, un proceso se dice que es débilmente estacionario si tiene media y
varianza constante. La covarianza del proceso es independiente del tiempo y solo es

funcion del nivel de rezago (k):a

E(x;) = E(x,) =...= E(x;) = u (2)
V(x) =V(x,) =...=V(x,) = 02 3)
Cov(xt, xp—i) = CoV(Xpyp, Xp—p41) = Vi 4)

El ejemplo clasico de una serie de tiempo no estacionaria es el del paseo aleatorio o

random walk, el cual se define como:
Yt =YVe-1 T & (5)
Donde &,~iid (0, 0?) y donde para todo n, se cumple que:

L EYien = Yo EtomYeemen = Verm £ Yt = EtYVeans

ii. E,0%, =no?



La primera condicion implica que la serie de tiempo tiene una serie indeterminada, y la
segunda condicidon implica que la varianza de y;,, condicional en la informacion
disponible hasta tiempo t es dependiente del tiempo. Ambas condiciones violan las

condiciones de serie temporal estacionaria.
4.1 Series estacionarias en tendencia

Las series de tiempo estacionarias en tendencia son bastante comun en las series
macroecondmicas. Una serie estacionaria en tendencia se caracteriza por tener una
media que crece alrededor de una tendencia fija o deterministica. Visualmente, este tipo
de series crecen de forma relativamente estable y alrededor de la pendiente de la curva
sin desviarse o tener mayores cambios bruscos. En estos casos, extraer la tendencia de la

serie (detrending) las vuelve estacionarias. Por ejemplo:
Ve =a+ut + & (6)

Donde &,~N (0, 0%). Extraer la tendencia de la serie consiste en sustraer u, de cada
observacion. En la préctica, lo dificil es identificar la tendencia de la serie. Como se

puede observar, la media de esta serie tiende a variar con el tiempo:
E(y,) = a + ut (7)
Sin embargo, la varianza es constante:

V(y,) = E((a + ut + & — (a + ut))? = o2 (®)

4.2 Series estacionarias en diferencia

4.2.1 Procesos autoregresivos de orden p, AR(p)

Un proceso AR(p) tiene raiz unitaria si el polinomio en L (1 — ¢y L—... —¢,,) tiene una

raiz igual a uno. Como se mencioné anteriormente, el ejemplo clasico de un proceso

autoregresivo con raiz unitaria es el camino aleatorio o random walk:

Ve =YVi-1 1T & 9)



Donde &; ~N (0, 0%), son independeintes ¢ identicamente distribudos. El random shock
representan las innovaciones de la serie. Para calcular la media y la varianza del proceso

es necesario ir un periodo para atras:
Ye-1 = YVe—2 T &1 (10)
Sustituyendo (10) en (9) se obtiene lo siguiente:
Ve =Yt—2F &1t & (11)
Repitiendo este proceso indefinidamente se obtiene la siguiente expresion:
Ve =Yoot & T &+...+&_ 1+ & (12)
Asumiendo que Y, es fijo, se puede calcular la media y la varianza de este proceso:
EQye) =EQo + &1+ &+...+e1 + &) =y (13)
Y, por lo tanto, conociendo y,, la varianza condicional es:
V() =V (o + &+ &+ .+ + &) (14)
V) = Vo) + V(e + V() +... +V(e-1) + V(g) = ta?

Como se puede observar, la varianza de un proceso con raiz unitaria depende del tiempo
y, por lo tanto, es infinito. Otra forma de verlo es que Vi1 = Y1 + Dieo Et4i Y POr lO
tanto los efectos de €, nunca mueren, pero si se toma la primera diferencia de y; se
obtiene que Ay, = &, donde Ay, =y, — y,_1. En este caso, la primera diferencia hace

estacionaria la serie.

Una serie no estacionaria se dice de orden uno, I(1), si la primera diferencia de la serie
Ay, = y: — y;_1 es estacionaria, 1(0). Mas generalmente, una serie es integrada de
orden d, I(d), si es necesario diferenciar d veces la serie para alcanzar estacionariedad

1(0). Una serie es 1(1) si contiene una raiz unitaria.

Como afirma Cochrane (2018), en la practica no es recomendable diferenciar mas de
una vez las series econdmicas, ya que en ocasiones se pierde mucha informacion sobre
la variabilidad de la serie original o puede introducir estructuras de correlacion en los

errores que no necesariamente estan presentes en la serie original.



4.3 Identificacion incorrecta en el tipo de estacionariedad

En la préctica no es facil determinar si una serie de tiempo es estacionaria en diferencia
o estacionaria en tendencia, y hay casos que incluso es una combinacion de ambas; por
ejemplo, una serie puede tener una tendencia deterministica y una raiz unitaria. El no
identificar adecuadamente entre una serie estacionaria en diferencia o en tendencia
puede llevar a conclusiones errdneas sobre el verdadero proceso generador de datos. Por
ejemplo, extraer la tendencia a una serie que es estacionaria en diferencias no elimina el
efecto persistente de los errores, como se explico en Seccidon 3.2. En este caso, lo que
pasa es que simplemente los errores son transformados al extraer la media de los

mismos.

Por el contrario, si se toma la primera diferencia a una serie que es estacionaria en
tendencia generalmente se introduce un estructura de promedio mévil en los errores. Por
ejemplo, al tomar la primera diferencias en tiempotyent + 1dey, = a + ut +

& introduce una estructura de promedios moviles en los errores de la serie: Ay, =t +

(&t — &t-1) Y AYr41 =t + (Et—1 — &).

5. Test de raiz unitaria

5.1 Raiz unitaria

El término "raiz unitaria" utilizado en las pruebas estadisticas se desprende del proceso
random walk. Un proceso de camino aleatorio con la misma especificacion de (9) puede

reescribirse de la siguiente forma:
A =Ly, =& (15)

Donde L representa el operador de rezago. Un proceso autoregresivo u, siempre

satisface la siguiente ecuacion:
(1-pL))u; = & (16)

Donde p(L) es el polinomio del operador rezado L (sin constante) y &, es ruido blanco.

El proceso (16) se dice que es estacionario si y solo si las raices del polinomio (1 —



p(L)) = ( cae fuera del circulo unitario (son mayores que uno en valor absoluto). Una

raiz igual a uno es denominada como raiz unitaria.

En las siguientes subsecciones se realiza una revision teorica de las pruebas principales

y estandares de raiz unitaria.
5.1.1 Dickey-Fuller (DF) unit root test

Esta prueba fue desarrollado por Dickey y Fuller en 1979. Es una de las pruebas mas
sencillas y mas utilizadas para testear la presencia de una raiz unitaria. Partiendo de un

proceso autorregresivo de orden uno AR(1):
Yt = th—l + €, t = 1, 2, ey (17)

Donde Yy = 0, p es un namero real, y & es ruido blanco con varianza unitaria. La serie
Y; converge a una serie estacionaria cuando t — o si |p| < 1. Cuando |p| = 1 el

modelo tiene una raiz unitaria y su varianza es to? (random walk). Por ultimo, si |p| >
1 la serie no es estacionaria y su varianza crece de forma exponencial en la medida que

t aumenta.

Dada la muestra Y3, Y5, ..., ¥, de tamafio n, el estimador de maxima verosimilitud de p

viene dado por la siguiente expresion:

ta (18)

n
p= <Z Yt2—1> Z ViYiq
t=1 t=1

Rubin (1950) demostr6 que p es un estimador consiste de p. Por su parte, White (1958)

1
demostrd que distribucion asintética de n2(p — p) cuando |p| < 1 es normal. Cuando
|p| > 1, la distribucién asintética de |p|™(p? — 1)~1(p — p) es Cauchy. Por tltimo,
cuando p = 1 la distribucion asintética de n(p — 1) es el ratio de dos integrales

definidos como un proceso de Wiener.

En su paper seminal de 1979, Dickey y Fuller derivaron la distribucion asintotica de p
y de 7 para el caso cuando |p| = 1, donde 7 es el estadistico de prueba y esta definido

como:



n 1/2
t=(p- 1S (Z YE_1>
t=2

(19)
Donde:

S2= =27 ) (V= pYs)’

t=2 (20)

Existen tres versiones de la prueba Dickey-Fuller (1979). Sustrayendo y;_; de ambos

lado de la ecuacion (17) se obtiene la siguiente expresion:
Ay =(p—1DY 1 +e =6Y1+e 21

Donde A es el operador de primeras diferencias. Las tres versiones de este test vienen

dadas por las siguientes expresiones:
Modelo A. Test de raiz unitaria:
AY; = 6Y_1 + e (22)
Modelo B. Test de raiz unitaria con drift:
AY; = ag + 8Yi_q + e, (23)
Modelo C. Test de raiz unitaria con drift y tendencia deterministica:
AY; = ag + a;t + 6V, + e, (24)

En todos los casos, la forma de probar la hipotesis nula que la serie tiene una raiz
unitaria es testear que § = 0. La hipoétesis alternativa es que 6 < 0. Es una prueba a
una cola, y dado que el test se aplica a los residuos de (17) no es posible usar los valores
criticos de una distribucion t estdndar. Dickey-Fuller (1979) calcularon los estadisticos
de la prueba que se conocen como los (tau) t-estadisticos. Se dice que test de Dickey-
Fuller tiene bajo poder estadistico para distinguir entre un proceso con raiz unitaria

(6 = 0) y un proceso muy cercano a tener raiz unitaria (§ muy cercano a cero).

Si el proceso es estacionario, la serie deberia mostrar una tendencia que tienda a una

media constante (tendencia deterministica). Por lo tanto, valores grandes de la serie



deberian ser seguidos por valores chicos (o cambios negativos) y viceversa, valores
chicos en la serie deberian ser seguidos por valores grandes (o cambios positivos). Lo
anterior significa que valores en nivel de la serie en tiempo t deberian ser un buen
predictor de valores de la serie en tiempo t + 1. De forma contraria, si la serie no es
estacionaria, cambios positivos o negativos deberian ocurrir de forma indistinta sin
depender de los valores presentes de la serie en nivel. Por ultimo, si la serie tiene

autocorrelacion en los errores, los resultados de la prueba estaran sesgados.

Utilizando los datos provenientes de Friedman y Schwartz (1963), Dickey-Fuller (1979)
aplicaron la prueba a la serie econdmica de la velocidad del dinero. La observaciones
son anuales y abarcan el periodo de 1869 a 1960. Previamente, Gould y Nelson (1974)
habian concluido que la serie del logaritmo de la velocidad del dinero era consistente
con un modelo AR(1): X; = X;_; + e;. Dickey y Fuller (1979) aplicaron los modelos A
y B de la prueba y concluyeron que al 10% de nivel de significancia, no era posible

rechazar la hipotesis nula de que la serie tiene raiz unitaria.

Como segundo ejemplo, los autores aplicaron la prueba a la serie trimestral del
logaritmo del indice de produccion elaborado por la Reserva Federal de Estados Unidos.
La muestra abarcaba el periodo de 1950 a 1977. Los resultados mostraron que, a un 5%
de nivel de significancia, la prueba rechazo la hipotesis nula de que la serie tiene una

raiz unitaria.
5.1.2 Augmented Dickey-Fuller (ADF) unit root test

La prueba Dickey-Fuller (1981) es una version aumentada de la prueba de raiz unitaria
de Dickey y Fuller (1979). Por lo anterior, los procedimientos de ambas pruebas son
bastante parecidos. Se dice que es una version aumentada de la prueba Dickey y Fuller
(1979) en el sentido que aplica para procesos auto regresivos de mayor orden y modelos
mas complicados de series de tiempo, como por ejemplo, series que tienen estructuras

de promedios mdviles en los errores.
La prueba Dickey y Fuller (1981) parte del siguiente modelo:

Ay =a+ Bt +yyiq+ 61Ay ... +6,_ 1Ay pi1 & (25)



Donde «a es la constante del modelo, S es el coeficiente de la tendencia que depende del
tiempo, y p es el orden de rezago del proceso autoregresivo. Al igual que en el caso de
la prueba de Dickey-Fuller (1979), la hipotesis nula es la presencia de una raiz unitaria
(y = 1). La hipotesis alternativa depende de la version de la prueba que se aplique
pudiendo ser estacionaria en diferencia o en tendencia (y < 0). Existen tres versiones

del modelo:
Modelo A. Random walk (a =0y B = 0):
Ay =Vye-1+ 618y 1+ +6p 1 AYyr pr1 t & (26)
Modelo B. Random walk con drift (f = 0):
Ayr =a+yye1 +61AY 1+ 0, 1AYyr pi1 T & 27)
Modelo C. Random walk con con drift y tendencia deterministica:
Aye =a+ Bt +yyi1 + 618y 1+... +6p_1AVytpr1 + & (28)

Como se menciond anteriormente, la prueba Dickey-Fuller (1981) permite ejecutar la
prueba Dickey-Fuller (1979) de raiz unitaria para procesos de mayor orden de
correlacidn, incluidos en el parametro p. La longitud de p o el maximo orden de
correlacion en la prueba se define basandose en los estadisticos de criterios de
informacion como Akaike, BIC o Hannan-Quinn. En términos generales, la prueba
Dickey-Fuller (1981) aplica una correccion paramétrica a la estructura de

autocorrelacion. El estadistico de esta prueba de define como:

_ 7 29)
SE(¥)

DF,

Si el valor del estadistico de prueba es menor que valor critico de la prueba Dickey-
Fuller (1981), la hipotesis nula de que y = 1 se rechaza y, por lo tanto, se dice que la
serie es estacionaria. La intuicion detrds de la prueba Dickey-Fuller (1981) es la
siguiente: si la serie esta caracterizada por un proceso de raiz unitaria, entonces los
valores rezagados de la serie en nivel (y,_;) no proveen informacion relevante en la
prediccion en los cambios de la variable dependiente (y,), adicional al que provee la

variable rezagada en primera diferencia (Ay;_).



Al igual que en Dickey y Fuller (1979), Dickey y Fuller (1981) aplican la prueba a la
serie del logaritmo del indice de produccion elaborado por la Reserva Federal de
Estados Unidos. Los datos son trimestrales y abarcan el periodo 1950-1977. Los autores

asumen que la serie esta representada por la siguiente expresion:
Y,=a+pt+yY_,+6,AY_, + & (30)

Donde ¢; es una variable aleatoria, independiente e identicamente distribuido (iid) con

media cero y varianza ¢2.

La hipétesis nulade que « = f = 0y y = 1 (modelo A, la serie es un proceso de
random walk) es rechazada al 2.5% nivel de significancia. De igual forma, los autores
aplican la prueba con base a la hipdtesis nula de que f = 0y y = 1 (modelo B, Random
walk con drift). A un nivel de significancia de 5%, los resultados llevan a no rechazar la
hipdtesis nula; por lo tanto, la serie es un proceso autoregresivo de primer orden con
raiz unitaria y un posible drift. Sin embargo, estos mismos resultados pueden ser
rechazados a un nivel de significancia de 10% bajo las pruebas Dickey y Fuller (1979) y
Dickey y Fuller (1981).

5.1.3 Phillips-Perron (PP) unit root test

La prueba de raiz unitaria de Phillips-Perron (1988) es una extension de la prueba
Dickey-Fuller (1979). Basandose en Phillips (1987), los autores aplican esta prueba para
los casos cuando la especificacion del modelo incorpora: (1) un drift, o (ii) un drift con
una tendecia lineal. En términos generales, la diferencia de esta prueba es que aplica un
enfoque no paramétrico en la estimacion de algunos pardmetros que no son de interés
(nuisance parameters) dentro del desarrollo de la prueba. En ese sentido, una ventaja de
la prueba Phillips-Perron (1988) es que no asume una forma funcional de los errores de
la serie al ser una prueba no paramétrica, permitiendo incluir una gama mas amplia de
modelos en los cuales se desconoce la verdadera estructura de los errores. Por ejemplo,
modelos ARIMA con problemas de heterocedastidad en los errores. Este método parece
tener ventajas cuando hay un componente de promedio moévil en la serie (Phillips y
Perron, 1988). No obstante lo anterior, una desventaja es que la prueba es asintotica; es
decir, tiende a funcionar bien en muestras grandes pero no necesariamente en muestras

chicas.



La prueba parte del siguiente modelo:
Yt = aYt_l + U, t = 1, 2, ey (31)

La hipotesis nula la prueba es que @ = 1. Las condiciones iniciales del modelo son
establecidas en t = 0. Y, puede ser una variable aleatoria o puede ser un valor fijo e
independiente del tamafio de muestra (T'). El término de error o innovaciones cumple

con las siguientes condiciones:
e E(uy) =0Vt
o supElu]Pte <wparaf>2ye>0
e Cuando T — o,02% =lim E(T~15%) existe y 62 > 0 donde S; = uy+... +u,

La segunda y tercera condicion permite controlar la presencia de heterocedasticidad y
dependencia temporal o autocorrelacion en el proceso. Los autores consideraron dos

variantes del modelo general:
Modelo A. Serie con drift:

Vi=p+aY,_ +1, t=1,2,., (32)
Modelo B. Serie con tendencia determnistica y drift:

N (33)
Yt:‘u'i'ﬁ(t_ET)‘l' CZYt_l-l-ut, t:1,2,...,

Donde (4, &) y (I, B, &) son coeficientes estimados por el método de minimos cuadrados

ordinarios (MCO). Los estadisticos t estan definidos como:

@ DSy )

) S (34)

=y T SR

H S

(35)

. (E—w



(36)

=L 8

($7c2) (37)
_@-o
T (8%)" o

Donde S y S son los desvios estandares de (32) y (33), ¢;, i = 1,2,3 es el elemento i de
la diagonal principal de la matriz (X 'X)~! de los coeficientes estimados,y y_; =
T~1Y y,_;. Siguiendo el procedimiento de Dickey y Fuller (1979), los autores estiman
la distribucion asintdtica de los coeficientes de las regresiones (32) y (33) y todos los
estadisticos t especificados en (34), (35), (36), (37) y (38), bajo el supuesto de que los

datos fueron generados por (31).

Como se mencion6 anteriormente, y al igual que la prueba Dickey-Fuller (1981), esta
prueba incorpora en su estructura la posibilidad de un mayor orden de autocorrelacion,
haciendo que el valor de la variable rezagada (y;_;) sea enddgena y, por lo tanto,
invalidando los estadisticos t de la prueba Dickey-Fuller (1979). La prueba de Phillips-
Perron (1988) realiza una correccidon no paramétrica en los estadistico t de la prueba
Dickey-Fuller (1979). Se dice que esta prueba es robusta ante la no especificacion en la
estructura de autocorrelacion y heterocedasticidad de los errores de la prueba. Sin
embargo, Davidson y Mackinson (2004) encontraron que esta prueba tiene un peor
desempetio que Dickey-Fuller (1981) en muestras pequeias. Por su parte, Pesaran
(2015) mostrd que asintdticamente, las pruebas Phillips-Perron (1988) y Dickey-Fuller

(1981) son equivalentes.

5.1.4 Kwiatkowski—Phillips—Schmidt—Shin (KPSS)

stationarity test

Esta prueba fue desarrollada por Denis Kwiatkowski, Peter Phillips, Peter Schmidt y
Yongcheol Shin en 1992, y es conocida como la prueba KPSS. A diferencia de las
pruebas anteriores, la hip6tesis nula de esta prueba es que la serie es estacionaria
alrededor de una tendencia deterministica (trend-stationary). La hipdtesis alternativa de

la prueba es que la serie tiene una raiz unitaria.



Los autores de la prueba parten de que la serie puede ser expresada como la suma de
tres componentes, a saber: un componente de tendencia deterministico, un random walk

y un error estacionario:
yt = ft+T‘t+8t (39)

donde 1, = 1,_; + u, es el random walk y u,~iid (0, 6;2). El valor inicial de 7 se

considera fijo y sirve como la constante en el modelo.

La prueba KPSS es un test de Lagange Multiplier (LM) sobre la hipotesis de que el
random walk tiene varianza cero; es decir, 62 = 0. Dado que &, se asume que es

estacionario, bajo la hipotesis nula, y, seria estacionaria en tendencia.

Bajo el supuesto de la hipdtesis nula (random walk es normal con cero varianza) y que
los errores &; son white noise, los estadisticos de prueba LM (a un lado) para la
hipdtesis de estacionariedad en tendencia, son los mismos que en Nabeya y Tanaka
(1988) conocidos como locally best invariant (LBI). Sin embargo, argumentan los
autores, el supuesto de que los errores &, son white noise puede ser poco creible en
algunas ocasiones. En ese sentido, proceden basandose en Phillips (1987) y Phillips y
Perron (1988) y derivan la distribucion asintética de los estadisticos de prueba bajo
condiciones generales de que el error es estacionario. Los estadisticos de prueba no son

estandares e involucran movimientos Brownianos de mayor orden.

Siendo e;, t = 1,2, ..., T los residuos de una regresion de y sobre un intercepto y un

coeficiente de tendencia, la suma parcial de residuos se define como:

t
St=Zei, t=12,..,T (40)
i=1
El estadistico de prueba LM y LBI se define como:

T S2 (41)

Donde 62 es una estimacion de la varianza de los errores de la regresion anterior (39).
Un modelo alternativo incluido por los autores es cuando ¢ = 0. En este caso, la

hipotesis nula de la prueba es que la serie es estacionaria alrededor de un nivel (ry). Los



estadisticos de prueba son los mismos LM y LBI que en el caso anterior. Nyblon y

Makelainen (1983) proveen los estadisticos de prueba LBI.

Finalmente, los autores aplican el test de estacionariedad a la base de datos de series
macroeconémicas de Nelson y Plosser (1982). Los autores encuentran que no pueden
rechazar la hipotesis nula de estacionariedad en tendencia (con ocho rezagos en la
especificacion de la varianza de largo plazo, [ = 8, y con un nivel de significancia de la
prueba de 5%) para cinco series: produccion industrial, precios del consumidor, salarios

reales, velocidad del dinero y stock prices.

Combinando estos resultados con los resultados de la prueba Dickey-Fuller (1981), los
autores concluyen que la tasa de desempleo es estacionaria. Por el contrario, dado que la
prueba rechaza la hipotesis de nula de estacionariedad en tendencia, consideran que
cuatro series tiene raiz unitaria: indice de precios al consumidor, salarios reales,
velocidad del dinero y stock prices. Los autores concluyen que tres de las series
probablemente tienen raiz unitaria (real GNP, nominal GNP y tasa de interés); sin
embargo, aclaran que la evidencia en contra de la hipotesis nula de estacionariedad en
tendencia no es concluyente dado que es solo marginalmente significativa. Finalmente,
los autores consideran que para seis series (real per capita GNP, empleo, tasa de
desempleo, GNP deflactor, salarios y masa monetaria) la informacion que proveen los
datos no es lo suficientemente informativa para que la prueba pueda distinguir entre las
hipoétesis de estacionariedad en tendencia y raiz unitaria. Por 0ltimo, para la serie de
produccion industrial, la prueba rechaza ambas hipotesis y, por lo tanto, mencionan que

no es claro qué se debe concluir.

Como se puede observar, una dificultad practica de a prueba KPSS (1992) viene dada
por la naturaleza del disefio de la misma. La ausencia de una raiz unitaria no significa
necesariamente que la serie sea estacionaria, sino, estacionaria en tendencia. En ese
sentido, es posible que con esta prueba se esté ante una serie que no sea estacionaria, no
tenga una raiz unitaria pero que si sea estacionaria en tendencia. En ambos procesos (de
raiz unitaria y estacionariedad en tendencia) la media de la serie puede tender a crecer o
decrecer en el tiempo; sin embargo, las series estacionarias en tendencia son mean-

reverting en presencia de un shock (Bohn, 2005).



Esta prueba se considera un buen complemento a los tests usuales de raiz unitaria. Por
ejemplo, si Dickey-Fuller (1981) falla en rechazar la hipdtesis nula de raiz unitaria, y a
su vez la prueba KPSS (1992) rechaza estacionariedad, entonces se considera que existe

mas evidencia a favor de la existencia de una raiz unitaria en la serie.

Por ultimo, la prueba KPSS (1992) también se utiliza para testear integracion
fraccionada (Lee y Schmidt, 1996). Si las pruebas convencionales fallan en rechazar la
hipotesis nula de raiz unitaria, y el KPSS también rechaza estacionariedad, entonces se
puede considerar como evidencia a favor de la existencia de integracion fraccionada

para series (1 — L)%y, = €,, donde d es un niimero real' (Lee y Schmidt, 1996).

5.2 Una critica a las pruebas de raiz unitaria

Cochrane (1991) argumenta que —dado que cualquier series de tiempo con raiz unitaria
se puede descomponer en un proceso estacionario y un random walk, y que éste ultimo
componente usualmente tienen una varianza pequeia— las pruebas de raiz unitaria y/o
de estacionariedad en tendencia, suelen tener un poder estadistico bajo en muestras
pequenas. Adicionalmente, Cochrane (1991) argumenta que en muestras muy chicas,
existen procesos con raiz unitaria que tienen una funcion de verosimilitud y de
autocorrelacion muy parecida (o dificil de distinguir) a la de un proceso estacionario, y
que —por lo tanto— en estos casos, la inferencia que se realice es muy parecida entre

ambos procesos.

Cochrane (1991) parte de un proceso que puede ser estacionario en diferencias:

A1-Ly,=u+ Z ajer_j = u+a(l)e (42)
=0

O estacionario en tendencia:

' El modelo més simple de una serie que es integrada fraccionalmente es (1 — L)%y, = &, donde sid = 0
la serie es simplemente ruido blanco, y si d = 1 es un random walk. Mas generalmente, un modelo
autoregresivo integrado de promedios méviles (ARIMA) se puede escribir de la forma (A(L)y;) = &,
donde A(L) es el polimonio del operador rezago. Por su parte, un modelo ARFIMA, donde FI se refiere a
que la serie es integrada fraccionalmente, se puede escribir como (A(L)y;)® = &, donde d no es
necesariamente un nimero entero. Si 0 < |d| < 1 las autocorrelaciones se desvanecen de forma mas lenta
que en un modelo ARIMA. Si 0.5 < |d| < 1 la serie no es estacionaria ya que la suma de las
autocorrelaciones no estan acotadas.



Ve = ut + z aje—j = ut +a(l)e; (43)
j=0

Donde E (&¢|yr—1, Ye—2, ) = 0, var(e,) = 62, ay = a(0) = 1, a(L) es invertible y
=0 ajz < 0. La ecuacidn (43) es un caso especial de la ecuacion (42), donde el

polinomio a(L) se puede expresar como (1 — L)b(L). Beveridge y Nelson (1981)

proponen una descomposicion de la ecuacion (42) en dos componentes: un proceso

estacionario y un random walk con un drift:

yt = Z + Ct (44)
Donde:
n=utzatae o)=Y g “9)
j=0
¢ =a"(L)g, ap=-— z a; (46)
j=k+1

Una representacion alternativa de la ecuacion (42) viene dada por:

(A =Ly,=pu+all)e = p+ (a(l) + (1 - L)a"(L)e (47)

Donde a(L) y a*(L) satisfacen las condiciones de las ecuaciones (42) y (46),
respectivamente. Cochrane (1991) argumenta que las representaciones (42), (45) y (47)
son equivalentes. Por lo tanto, una representacion de un proceso estacionario en
diferencias, de un proceso con raiz unitaria y de un random walk son equivalentes. En
otras palabras, esto significa que, dado que las ecuaciones (45), (46) y (47) provienen de
la representacion en ecuacion (42), todo proceso con dicha representacion tiene el
mismo proceso de descomposicion. La representacion de un proceso estacionario en
tendencia (43) también puede tener la misma descomposicion pero con el componente

de random walk (z;) igual a cero.

Generalizando esta idea, Cochrane (1991) de hecho argumenta que siempre existe una
representacion de un proceso estacionario en diferencias cuyos estimadores y/o

estadisticos de prueba son parecidos a los estimadores y/o estadisticos de prueba



derivados de un proceso estacionario. Esto lo demuestra con un proceso estacionario en
diferencias cuya funcion de verosimilitud y autocorrelacion son parecidas a las de una

serie estacionaria en tendencia.

Schwert (1987), Lo y MacKindlay (1989) y Blough (1988) habian demostrado
previamente que las pruebas de raiz unitaria o de estacionariedad en tendencia pueden
tener un bajo poder estadistico, especialmente en muestras pequenas, y cuando la raiz es
menor pero muy cercano uno. La importancia de esto radica en que la teoria asintdtica
sobre la distribucion de algunos estimadores o estadisticos de prueba es muy sensible a
la existencia de una raiz unitaria en la serie. De hecho, Cochrane (1991) argumenta que
es discontinua en la medida que la raiz se aproxima a uno o cuando la componente de
random walk se aproxima a cero. Por lo tanto, en muchos casos aun cuando sea posible
distinguir entre procesos estacionarios y con raiz unitaria (o procesos cercanos a la raiz
unitaria), es dificil determinar cudl es la mejor aproximacion a la distribucion de los

estimadores y estadisticos de prueba en muestras chicas.

6. Poder estadistico y tamafio de una prueba

6.1 Prueba de hipodtesis

Una prueba de hipdtesis se define como una regla de decision o un procedimiento que
permite decidir entre dos opciones rivales. Mas formalmente, suponiendo que un
espacio de pardmetros © se puede separar en dos conjuntos disjuntos ®¢ y 04, que x =
{x1, ..., X} €s una muestra de tamafio n de variables aleatorias, y que x € X, donde X
es el espacio muestral de todas las posibles muestras de x. Ademas, suponiendo que x
tiene una distribucion f (g) que pertenece a la familia F = {f(x, 0): 8 € ©}, donde 6 es
el parametro o vector de parametros de interés. Se desea conocer si 6 esta contenido en
®, o0 en O, es decir, se quiere probar las siguientes hipotesis: Hy:0 € ®y vs H1: 0 €
®,. H, se conoce como la hipdtesis nula de la prueba y H; es la hipdtesis alternativa.
Una regla de decision para elegir entre éstas opciones es rechazar la hipdtesis nula si

X € R y no rechazar la hipétesis nula si x € R, donde R es una region definida de
rechazo en todo el espacio muestral X, y R€ es el complemento o region de no rechazo.

En terminos binarios, esta regla de decision se puede definir como:



1, x€ER
o) =1, R
(48)

Es decir, si la regla de decision es igual a uno, qb(x) = 1, se rechaza la hipotesis nula y,
por lo tanto, la decision es 8 € ®,. De forma contraria, cuando la regla de decision es
igual a cero, d)(g) = 0, la hipdtesis nula no se rechaza, y la decisiéon es 8 € ®,. La
funcién ¢ (.) se conoce como funcion de prueba, y depende de los datos a través del

estadistico de prueba, T = T (x).

Las funciones de prueba no son infalibles, por lo que es importante calcular la
probabilidad de cometer errores. Por ejemplo, si 8 € O, pero el resultado de la regla de
decision es d)(g) = 1, entonces se comete lo que se conoce como error tipo I, es decir,

rechazar la hipdtesis nula cuando es cierta. La probabilidad de cometer error tipo I esta

definida como:

Po[p(x) = 1] = Eg[p(x)] (6 € ©y) (49)

Por el contrario, si 8 € 0, y el resultado de la regla de decision es ¢(§) = 0, entonces
se comete lo que se conoce como error tipo II, es decir, no rechazar la hipotesis nula

cuando es falsa. La probabilidad de cometer este error es la siguiente:

Po[p(x) =0] = 1—Ep[p(x)] (6 €0,) (50)

Lo ideal es buscar una funcion de prueba que minimice la probabilidad de cometer
ambos errores; sin embargo, existe un trad-off entre ambos. Por ejemplo, definiendo dos

funciones de prueba, ¢, y ¢,:

Ry = {x: 91 (x) = 1}

51
R, = {(): 4a(x) = 1} eb

Donde R; © R, lo cual implica que:
Eg|:@)] < Eo[2 (0] (52)

Y, por lo tanto, esto también implica que:



1—Eg[p1(®)] 21— Eg[¢p,(®)] (53)

Por lo tanto, al intentar disminuir la probabilidad de un error cuando 8 € ®, se corre el
riego de aumentar el otro error cuando 8 € ®,. El enfoque clésico para especificar una
funcidn de prueba, ¢(.), consiste en fijar la probabilidad de cometer error tipo I (a > 0)

que cumpla:
Eo[¢1 ()] <« (54)

Una vez definido el nivel del test (o), se busca la funciéon de prueba que maximice
Eq [(j)l(g)] para 8 € ©,. Definiendo una funcién de potencia (considerando a ¢ fijo)

como la probabilidad bajo 6 cuando la regla de decision rechaza la hipotesis nula:

Ty (60) = Py [d)(g) = 1], donde:

Probabilidad de error tipo 1,si 8 € 0, (55)
1 —prob.error tipo 11, sif €0,

HORY

Entonces, se busca que 74 (6,) sea bajo, porque esta relacionado con el error tipo I, y
que 14 (6,) dado que esta relacionado con la potencia de la prueba, aunque ambos estan

relacionados inversamente. Habiendo fijado el nivel de la prueba (a) previamente, las
reglas de decision que sirven son aquellas que cumplen la condicion de 4 (6y) < a
eligiendo la de mayor 74 (6,). Si bien en la practica no se conoce el valor verdadero de
a, por el Lema de Neyman-Pearson se garantiza que el nivel de una prueba es igual a
Supgee, Ty < @. Un test de nivel a de Hy: 6 € Oy vs Hy: 6 € O se dice mas potente

para detectar a ; € O si para cualquier otro test ¢ también de nivel a se garantiza que

Ty (01) = 7T¢’(91)~
6.2 Poder estadistico de una prueba de hipotesis

El poder de un test se define como la probabilidad de rechazar una hipoétesis nula que es

falsa:
Poder del test = Pr(Rechazar Hy | Hy es falsa) (56)

También se puede definir el poder de un test en términos del error tipo II. Se comete

error tipo II (denominado por la letra griega beta, ) cuando no se rechaza una hipdtesis



nula que es falsa. En ese sentido, el poder de un test también se define como uno menos

la probabilidad de cometer dicho error:
Poder deltest =1—f (57)

Un problema con las pruebas de raiz unitaria es que generalmente tienen un poder
estadistico bajo. El bajo poder estadistico lleva a que las pruebas fallen en rechazar la
hipotesis nula mas de lo habitual, concluyendo erroneamente que las series tienen una

raiz unitaria.

Para realizar la estimacion empirica del poder estadistico de las pruebas de raiz unitaria,
se calcula la tasa de rechazo cuando la hipdtesis nula es falsa. La proporcion de veces
que se rechaza la hipotesis nula es, precisamente, el poder empirico del test. Es decir, es
la proporcion de veces en que la prueba rechaza cuando efectivamente tiene que

rechazar.

6.3 Tamafio empirico de una prueba

El tamafio de un test estadistico —o también llamado el nivel de significancia de la
prueba— es la probabilidad de rechazar una hipotesis nula cuando es verdadera; es decir,
es la probabilidad de cometer error tipo I. Generalmente, el tamafio del test es denotado

por la letra griega alfa (a):
Tamario del test = Pr (Rechazar H | H, es verdadero) (58)

Un test tiene propiedades pobres en muestras pequefias si el valor reportado del p-valor
es una estimacion pobre del verdadero tamafio del test. Comtinmente, el principal
problema es que el p-valor reportado es mucho menor que el verdadero tamafo del test,
por lo que se tiende a rechazar la hipotesis nula mas de lo que realmente se deberia

(Cameron y Trivedi, 2009).

7.Proceso generador de datos (DGP)

Schwert (1987) afirma que existen muchas razones para pensar que la mayoria de las
series macroeconomicas (o al menos una buena cantidad) si bien pueden seguir un

proceso autoregresivo de orden p, AR(p), generalmente contienen un componente de



promedio ponderado. Schwert (1987) argumenta que, como bien mostré Box y Jenkins
(1976), la suma de dos variables aleatorias no correlacionadas (una de las cuales sigue
un proceso ARIMA(p, d, q) y la otra no esta serialmente correlacionada), siguen de
forma conjunta un proceso ARIMA(p, d, Q) donde Q = max {(p + d), q}. Por lo tanto,
si una variable econdmica al momento de medirla tiene un error aleatorio y sigue un
proceso puramente AR(p), el resultado final contendra un componente de promedio
ponderado. Por ejemplo, si una serie de tiempo sigue un proceso random walk, al cual
se le agrega un error independiente y no esté serialmente correlacionado, el resultado
sera una serie que sigue un proceso ARIMA(0,1,1). Series agregadas no estacionarias

también lleva a procesos ARIMA(0,1,1).

Sin embargo, como concluye el propio Schwert (1987), si bien existen muchas razones
técnicas para pensar que las series econdomicas no sigue un proceso puramente AR(p), el
argumento mas solido a favor de utilizar procesos ARIMA es que éstos modelos
generalmente ajustan bien a los datos. Andlisis empiricos han utilizado modelos
ARIMA para modelar series economicas como la tasa de inflacion, el indice de precios

al consumidor, la tasa de desempleo, entre otras.

En razén de lo anterior, en el presente trabajo se decidio trabajar con dos modelos

generales. Un primer modelo es un proceso autoregresivo, AR(p) de la forma siguiente:
Vit = PYt-1 + &, t= 1,2, ..N (59)

Donde €.~N(0,1), e y,~N(0,1). En el software R, y; se construye como la suma
acumulada de una variable aleatoria que proviene de una distribucién normal con media
cero y varianza igual a uno. El comando en R es "cumsum(rnorm(y))" . El proceso
AR(1) se corre con el comando "arima.sim" el cual genera simulaciones a partir de un

proceso ARMA previamente definido.

En este caso en concreto, se decidi6 realizar un experimento Monte Carlo de 1 000
simulaciones, con muestras de tamafio 30, 50, 100, 250 y 500. El valor del componente
autoregresivo (p) varia entre 0.05 y 0.95. Mas formalmente, p € {0.05, 0.10, 0.15, 0.20,
0.25, 0.30, 0.35, 0.40, 0.45, 0.50, 0.55, 0.60, 0.65, 0.70, 0.75, 0.80, 0.85, 0.90 , 0.95,
1.00}. El objetivo es evaluar el comportamiento de las pruebas de raiz unitaria cuando
el valor del componente autoregresivo se aproxima a los extremos de uno y cero, y varia

el tamafo de la muestra. En primera instancia, se esperaria que el poder estadistico de



las pruebas de raiz unitaria tenga una relacion inversa con el valor del componente
autoregresivo y positiva con el tamafio de la muestra. Esto significa que el poder
estadistico deberia tender a disminuir cuando p se acerque a uno y a mejorar cuando el

tamafio de muestra aumenta.

El segundo modelo es un modelo autoregresivo de promedio mévil, ARMA(p,q), de
primer orden tanto para el componente autoregresivo (p), como para el componente de

promedio movil (g). La especificacion del modelo es la siguiente:
Ve = P1Ye-1 + €&+ 018y, t=12,..N (60)

Donde £.~N(0,1), e y,~N(0,1). Al igual que en el caso del modelo AR(p), y; se
construye como la suma acumulada de una variable aleatoria que proviene de una
distribucion normal con media cero y varianza igual a uno. EI componente de promedio
movil también varia entre 0.05 y 1. Mas formalmente, ¢ € {0.05, 0.10, 0.15, 0.20, 0.25,
0.30, 0.35, 0.40, 0.45, 0.50, 0.55, 0.60, 0.65, 0.70, 0.75, 0.80, 0.85, 0.90, 0.95, 1.00}.

8. Resultados

Dado que se parte de una especificacion sin raiz unitaria en ambos modelos cuando el
componente autoregresivo es menor que uno (p < 1.0), la cantidad de veces en que las
pruebas Dickey-Fuller (1981) y Phillips y Perron (1988) rechazan la hipdtesis nula de
raiz unitaria es el poder estadistico de la prueba calculado de forma empirica. En otras
palabras, es la cantidad de veces en que las pruebas son capaces de tomar una decision
correcta, rechazando una hipotesis nula cuando ésta es falsa. En la practica, de las 1 000
simulaciones se cuentan los p-valores que arrojan la pruebas menores a un nivel de
significancia de 1 y 5%. La proporcion respecto del total de simulaciones es,

precisamente, el poder estadistico de la prueba.

De forma contraria, el tamafio empirico de la prueba se calcula cuando el valor del

componente autoregresivo en ambos modelos es igual a uno (la serie tiene raiz unitaria),
y las pruebas Dickey-Fuller (1981) y Phillips y Perron (1988) rechazan la hipdtesis nula
de raiz unitaria. Es decir, cuando las pruebas se equivocan al rechazar una hipotesis nula

que es cierta. Al igual que en el caso del poder estadistico, en la practica se cuentan los



p-valores menores a un nivel de significancia de 1 y 5%. La proporcion respecto del

total de simulaciones es, precisamente, el tamafio empirico de la prueba.

Para la prueba KPSS (1992) la l6gica funciona a la inversa. La hipdtesis nula de esta
prueba es que la serie es estacionaria; por lo tanto, cuando el componente autoregresivo
es menor a uno, la hipotesis nula es cierta. La cantidad de veces en que la prueba
rechaza dicha hipotesis es el tamafio empirico de la prueba. Nuevamente, se cuentan la
cantidad de p-valores menores a un nivel de significancia de 1 y 5%. De forma
complementaria, cuando el valor del componente autoregresivo es igual a uno, la serie
es no estacionaria y, por lo tanto, la hipdtesis nula no es cierta. La cantidad de veces en
que la prueba rechaza a un nivel de 1 y 5% dicha hipdtesis, viene a ser calculo empirico

del poder estadistico de la prueba.

En total se corrieron 10 especificaciones de modelos, al considerar las combinaciones
entre ambos modelos y los diferentes tamafios de muestras. En todos los casos, los
componentes autoregresivos y de promedio mévil varian entre 0.05 y 1. Las diferentes

especificaciones de los modelos se detallan a continuacion:

Tabla 1. Especificacion de los modelos y tamano de muestra

No. Modelo Especificacion
1 Modelo 1a | AR(1), n=30

2 Modelo 1b | AR(1), n=50

3 Modelo 1c | AR(1), n=100

4 Modelo 1d | AR(1), n=250

5 Modelo 1le | AR(1), n=500

6 Modelo 2a | ARMA(1,1), n=30
7 Modelo 2b | ARMA(1,1), n=50
8 Modelo 2¢ | ARMA(1,1), n=100
9 Modelo 2d | ARMA(1,1), n=250
10 Modelo 2e | ARMA(1,1), n=500

Modelo 1ay 2a: AR(p) y ARMA(p,q), n = 30

Los resultados de las simulaciones reflejan que, con un tamafio de muestra igual a
treinta, la prueba que tiene un mejor desempefio es Phillips y Perron (1988). Para el
modelo AR(p), el poder estadistico de dicha prueba es aceptable (mayor o igual a 80%)
para valores del componente autoregresivo menores a 0.20 y 0.35, cuando el nivel de
significancia de la prueba es 1 y 5%, respectivamente (ver Tabla 2). Después de dichos
valores y en la medida que p se acerca a uno, el poder estadistico de la prueba cae
drasticamente. Cabe destacar que el poder de esta prueba a un nivel de significancia de

5% es de 0.99 para valores pequefios del componente autoregresivo. La prueba Dickey-



Fuller (1981) tiene un poder estadistico bastante bajo (no mayor de 5%) para todos los
valores del componente autoregresivo (ver grafico 1, panel A y B). Por su parte, el
poder estadistico de la prueba KPPS (1992) es relativamente alto (58 y 75%) cuando el

nivel de de significancia de la prueba se fija en 1 y 5%, respectivamente.

El tamafio empirico de la prueba es bastante cercano al nominal (1 y 5%) en el caso de
las pruebas Phillips y Perron (1988) y Dickey-Fuller (1981). En el caso de la prueba
KPSS (1992), el tamano de la prueba es aceptable hasta valores de 0.15 en el
componente autoregresivo. Después de este valor, el tamafio de la prueba crece
aceleradamente en la medida que p se acerca a uno. Con un valor de rho igual a 0.95 y
un nivel de significancia de 5%, el tamafio empirico de la prueba alcanza un valor de

67% (ver grafico 1, panel B).

Tabla 2. AR(p) y ARMA(p,q), n=30

AR(p) ARMA(p,q)
Pyq alpha = 0.01 alpha = 0.05 alpha = 0.01 alpha = 0.05

ADF*  PP*  KPSS** ADF* PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS**

0.05 0.05 0.88 0.01 0.19 099 0.04 0.04 0.80 0.01 0.17 098 0.05
0.10 0.04 0.79 0.01 0.18 097 0.06 0.05 0.68 0.01 0.17 094 0.07
0.15 0.04 0.72 0.02 0.18 096 0.06 0.04 047 0.01 0.15 085 0.08
0.20 0.04 0.67 0.01 0.14 094 0.09 0.04 031 0.01 0.13 0.71 0.09
0.25 0.04 0.58 0.02 0.14 091 0.09 0.04 0.17 0.03 0.15 057 0.10

0.30 0.04 048 0.02 0.16 085 0.10 0.04 0.07 0.03 0.14 040 0.13

0.35 0.04 0.39 0.02 0.14 0.78 0.11 0.03 0.04 0.04 0.14 0.28 0.15

0.40 0.04 0.32 0.02 0.14 0.69 0.12 0.04 0.01 0.04 0.12 0.16 0.16

0.45 0.03 0.24 0.04 0.11 0.60 0.17 0.02 0.01 0.05 0.12 0.10 0.20

0.50 0.02 0.16 0.05 0.10 0.53 017 0.03 0.00 0.07 0.12 0.07 0.22

0.55 0.03 0.12 0.05 0.10 042 0.19 0.03 0.00 0.08 0.13 0.03 0.24

0.60 0.02 0.09 0.08 0.09 031 0.23 0.04 0.00 0.11 0.11 0.02 0.28

0.65 0.01 0.06 0.09 0.07 025 0.29 0.03 0.00 0.14 0.12 0.01 0.35

0.70 0.02 0.04 0.12 0.08 0.19 0.30 0.03 0.00 0.18 0.12 0.01 0.38

0.75 0.01 0.02 0.19 0.07 0.14 040 0.03 0.00 0.22 0.11 0.01 0.44

0.80 0.01 0.02 0.21 0.06 0.13 045 0.03 0.00 0.26 0.11 0.00 047

0.85 0.01 0.01 0.30 0.06 0.08 0.52 0.03 0.00 0.34 0.12 0.00 0.55

0.90 0.02 0.01 0.37 0.06 0.06 0.59 0.04 0.00 041 0.12 0.00 0.60

0.95 0.01 0.01 046 0.05 0.05 0.67 0.04 0.00 0.50 0.11 0.00 0.70

1.00 0.01 0.01 0.58 0.04 0.05 0.75 0.01 0.01 0.59 0.05 0.04 0.75

* Se calcula el poder estadistico de la prueba cuando el valor de componente autoregresivo esta entre 0.05
y 0.95. El tamaiio empirico de la prueba se calcula cuando rho es igual a uno.

** Se calcula el tamafio empirico de la prueba cuando el valor de componente autoregresivo esta entre
0.05 y 0.95. El poder estadistico de la prueba se calcula cuando 4o es igual a uno.

Fuente: Elaboracion propia



Los resultados del modelo ARMA (p,q) son bastante parecidos al AR(p) en términos
del desempeio general de las pruebas (ver grafico 1, panel C y D). El mejor desempeio
nuevamente lo refleja la prueba Phillips y Perron (1988). Para valores bajos del
componente autoregresivo, el poder estadistico es bastante aceptable (~80%) pero
decrece rapidamente en la medida que éste crece y se acerca a uno. La prueba Dickey-
Fuller (1981) nuevamente refleja un desempeno bastante pobre para todos los valores de
rho. El tamano empirico de la prueba es bastante cercano al valor nominal en ambas
pruebas. Por su parte, la prueba KPSS (1992) refleja un tamafio empirico cercano al
nominal cuando el componente autoregresivo es menor o igual a 0.45 con un nivel de
significancia de 1%. El poder estadistico de esta prueba es relativamente bueno (entre

60 y 75%), especialmente a un nivel de significancia de 5% (ver Tabla 2).

Grafico 1. AR(p) y ARMA(p,q), n=30
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Fuente: Elaboracion propia

Modelo 1b y 2b: AR(p) y ARMA(p,q), n = 50

En la segunda especificacion de los modelos la muestra aument6 a 50. Como era de
esperarse, el desempefio de todas las pruebas mejoraron. Nuevamente, el mejor
desempetio lo refleja la prueba Phillips y Perron (1988). Como puede observarse en el
grafico 2 (panel A y B), para el modelo AR(p) esta prueba refleja un poder estadistico
bastante aceptable cuando el valor del componente autoregresivo es menor o igual a
0.45 y 0.60, con un nivel de significancia de 1 y 5%, respectivamente. La prueba
Dickey-Fuller (1981) mejord, pero ain muestra un poder estadistico bastante bajo para
valores de rho cercanos a uno. El tamafio empirico de ambas pruebas es bastante
cercano al valor nominal. Por su parte, la prueba KPSS (1992) muestra un poder
estadistico relativamente alto, especialmente a un 5% de nivel de significancia (ver tabla
2). Nuevamente, el tamafio de esta prueba es aceptable para valores pequenos del
componente autoregresivo, pero se aleja rapidamente del valor nominal en la medida

rho crece Y s€ acerca a uno.

Tabla 3. AR(p) y ARMA(p,q), n=50

AR(p) ARMA(p,q)
Pyq alpha = 0.01 alpha = 0.05 alpha =0.01 alpha = 0.05

ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS**

0.05 0.25 1.00 0.01 0.56 1.00 0.05 0.20 1.00 0.01 0.52 1.00 0.06
0.10 0.22 1.00 0.01 0.52 1.00 0.05 0.19 1.00 0.02 049 1.00 0.07
0.15 0.22 1.00 0.02 0.52 1.00 0.07 0.14 097 0.02 045 1.00 0.08
0.20 0.16 0.99 0.02 047 1.00 0.08 0.16 0.88 0.02 043 1.00 0.10




0.25 0.17 099 0.02 046 1.00 0.09 0.13 0.75 0.03 042 098 0.12

0.30 0.15 096 0.02 042 1.00 0.10 0.12 052 0.04 038 092 0.14

0.35 0.14 092 0.03 0.38 1.00 0.12 0.10 0.30 0.05 034 080 0.16

0.40 0.11 0.87 0.04 0.36 099 0.14 0.12 0.14 0.06 036 0.67 0.19

0.45 0.11 0.77 0.05 035 098 0.16 0.10 0.07 0.09 0.34 052 0.22

0.50 0.10 0.63 0.06 0.30 094 0.19 0.09 0.03 0.09 029 032 0.23

0.55 0.08 0.52 0.08 0.27 087 0.23 0.10 0.01 0.11 030 0.20 0.27

0.60 0.07 0.39 0.11 022 0.79 0.25 0.08 0.01 0.14 028 0.12 0.31

0.65 0.06 0.27 0.16 0.20 0.64 0.32 0.08 0.00 0.15 0.25 0.07 0.34

0.70 0.04 0.16 0.17 0.17 051 033 0.08 0.00 0.19 023 0.04 040

0.75 0.04 0.09 0.22 0.16 036 042 0.07 0.00 0.25 022 0.02 047

0.80 0.03 0.05 0.27 0.11 025 0.50 0.05 0.00 0.33 0.17 0.01 0.55

0.85 0.01 0.05 0.38 0.09 0.16 0.59 0.04 0.00 041 0.17 0.01 0.64

0.90 0.01 0.02 0.52 0.06 0.10 0.71 0.03 0.00 0.53 0.13 0.00 0.72

0.95 0.01 0.01 0.62 0.05 0.05 0.80 0.03 0.00 0.66 0.12 0.01 0.82

1.00 0.01 0.01 0.74 0.04 0.04 086 0.02 0.01 0.73 0.06 0.05 0.87

* Se calcula el poder estadistico de la prueba cuando el valor de componente autoregresivo esta entre 0.05
y 0.95. El tamafio empirico de la prueba se calcula cuando rho es igual a uno.

** Se calcula el tamafio empirico de la prueba cuando el valor de componente autoregresivo esta entre
0.05 y 0.95. El poder estadistico de la prueba se calcula cuando r4o es igual a uno.

Fuente: Elaboracion propia

Los resultados de las simulaciones del modelo ARMA (p,q) reflejan que el mejor
desempefio siempre viene dado por la prueba Phillips y Perron (1988): muestra un alto
poder estadistico para valores bajos del componente autoregresivo y el tamafo empirico
de la prueba es bastante cercano al nominal. La prueba Dickey-Fuller (1981) —si bien
refleja un bajo poder estadistico— fue la que mas mejord su desempefio al aumentar la
muestra de 30 a 50. Esto podria estar sugiriendo que dicha prueba es la mas sensible al
tamafio de muestra. El tamafio empirico de esta prueba se alejo ligeramente del valor
nominal. Por su parte, la prueba KPSS (1992) mejord en cuanto al poder estadistico
pero aun refleja tamafos empiricos que rapidamente empeoran en la medida que rho

Crece y S€ acerca a uno.



Grafico 2. AR(p) y ARMA(p,q), n=50
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Fuente: Elaboracion propia

Modelo 1cy 2¢: AR(p) y ARMA(p,q), n = 100

En general, el desempefio de todas las pruebas mejora al aumentar la muestra a 100. En
el caso del modelo AR(p), la prueba que nuevamente presentd el mejor desempeiio fue
Phillips y Perron (1988). El poder estadistico de la prueba es bastante alto cuando el
valor del componente autoregresivo es menor o igual que 0.70 y 0.75, a un nivel de

significancia de 1 y 5%, respectivamente.

Cabe destacar que una vez mas la prueba que mas mejoro su desempeio fue Dickey-

Fuller (1981). Si bien el poder estadistico de la prueba atn no alcanza valores



aceptables para un nivel de significancia de 1%, cuando el valor de rho es menor que
0.5, el poder estadistico de la prueba a un nivel de significancia de 5% es bastante alto y
empieza a asemejarse a los niveles mostrados por la prueba Phillips y Perron (1988)
(ver grafico 3, panel B). El tamafio empirico de la prueba es ligeramente inferior al
valor nominal en el caso de Dickey-Fuller (1981), y ligeramente superior en el caso de
Phillips y Perron (1988) (ver tabla 4). No se observa mayor diferencia en el
comportamiento del tamafio empirico de la prueba KPSS (1992) al aumentar la muestra
de 50 a 100. Para valores muy pequefios del componente autoregresivo, el tamafio
empirico es satisfactorio pero rapidamente crece en la medida que se acerca a uno. Esta

prueba mejoro6 bastante en términos del poder estadistico.

Tabla 4. AR(p) y ARMA(p,q), n=100

AR(p) ARMA(p,q)

Pyq alpha = 0.01 alpha = 0.05 alpha =0.01 alpha = 0.05

ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS**
0.05 0.75 1.00 0.01 095 1.00 0.05 0.75 1.00 0.01 095 1.00 0.07

0.10 0.70 1.00 0.02 093 1.00 0.07 0.65 1.00 0.01 093 1.00 0.06

0.15 0.68 1.00 0.02 093 1.00 0.08 0.66 1.00 0.02 0.89 1.00 0.07

0.20 0.67 1.00 0.02 091 1.00 0.09 0.63 1.00 0.02 0.89 1.00 0.09

0.25 0.61 1.00 0.02 090 1.00 0.09 0.57 1.00 0.02 0.87 1.00 0.09

0.30 0.63 1.00 0.01 0.89 1.00 0.08 0.53 1.00 0.02 0.82 1.00 0.10

0.35 0.56 1.00 0.01 0.87 1.00 0.09 046 1.00 0.04 0.79 1.00 0.12

0.40 0.51 1.00 0.03 0.83 1.00 0.10 0.39 099 0.04 0.76 1.00 0.15

0.45 047 1.00 0.03 0.80 1.00 0.11 0.38 097 0.04 0.73 1.00 0.15

0.50 042 1.00 0.04 0.76 1.00 0.14 031 0.87 0.04 0.64 099 0.16

0.55 0.37 1.00 0.05 071 1.00 0.14 0.26 0.77 0.07 0.58 099 0.20

0.60 0.30 0.99 0.08 0.66 1.00 0.20 0.23 0.59 0.08 0.55 095 0.21

0.65 0.25 095 0.0 0.58 1.00 0.23 0.13 035 0.11 040 084 0.27

0.70 0.19 083 0.13 049 098 0.29 0.09 0.24 0.12 034 071 0.29

0.75 0.16 0.64 0.16 041 092 0.34 0.06 0.11 0.18 0.24 052 035

0.80 0.08 040 0.21 030 0.75 041 0.05 0.06 0.23 0.18 034 043

0.85 0.05 0.18 0.30 0.20 052 051 0.02 0.01 0.32 0.10 0.13 0.53

0.90 0.03 0.07 041 0.12 0.26 0.66 0.01 0.01 0.40 0.07 0.06 0.65

0.95 0.03 0.03 0.62 0.08 0.12 0.80 0.01 0.00 0.59 0.04 0.03 0.80

1.00 0.01 0.02 0.84 0.04 0.07 093 0.01 0.02 0.80 0.05 0.08 0091

* Se calcula el poder estadistico de la prueba cuando el valor de componente autoregresivo esta entre 0.05
y 0.95. El tamafio empirico de la prueba se calcula cuando 740 es igual a uno.

** Se calcula el tamafio empirico de la prueba cuando el valor de componente autoregresivo estd entre
0.05 y 0.95. El poder estadistico de la prueba se calcula cuando %o es igual a uno.

Fuente: Elaboracion propia

Los resultados de la especificacion ARMA(p,q) son muy parecidos a los del modelo

AR(p) y muestran una mejora sustancial con respecto a la misma especificacion pero



con un tamafio de muestra de 50. El mejor desempefio lo muestra la prueba Phillips y
Perron (1988). El poder estadistico de esta prueba es aceptable para valores iguales o
menores que 0.65 (a un nivel de significancia de 5%) y de 0.50 (a un nivel de
significancia de 1%). Nuevamente, la prueba que mas mejord su desempefio fue
Dickey-Fuller (1981), pues el poder estadistico de la prueba es aceptable para valores
del componente autoregresivo iguales o menores a 0.30, a un nivel de confianza de 5%.
El tamafio empirico de esta prueba es igual al valor nominal, y ligeramente superior en
el caso de la prueba Phillips y Perron (1988). La prueba KPSS(1992) no mejord en
términos del tamafio empirico, pero si aumento el poder estadistico a niveles cercanos al

90% (ver tabla 4).

Grafico 3. AR(p) y ARMA(p,q), n=100
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Fuente: Elaboracion propia
Modelo 1d y 2d: AR(p) y ARMA(p,q), n = 250

Los resultados de las simulaciones refleja que todas las pruebas mejoraron
sustancialmente su desempefio al aumentar la muestra a 250 (ver grafico 4). El
comportamiento de las pruebas Dickey-Fuller (1981) y Phillips y Perron (1988) se
asemejan cada vez mas. En el caso del modelo AR(p), la prueba Phillips y Perron
(1988) muestra un alto poder estadistico cuando el componente autoregresivo es menor
oigual a 0.90 y 0.85, a un nivel de significancia de 1 y 5%, respectivamente. Esto es
importante pues significa que esta prueba empieza a poder discriminar adecuadamente
entre una serie estacionaria y no estacionaria (o procesos cercanos a la raiz unitaria)
con un tamano de muestra de 250. Una vez mas, los resultados muestran que la prueba
Dickey-Fuller (1981) fue la que mas mejord su desempefio en términos del poder
estadistico. Su comportamiento se asemeja mucho a la prueba Phillips y Perron (1988),
pues para valores de rho de 0.75 y 0.80 (al 1 y 5% de nivel de significancia), el poder
estadistico es alto. El tamafio empirico de la prueba es igual al valor nominal en el caso
de Dickey-Fuller (1981), y ligeramente superior en el caso de Phillips y Perron (1988)
(ver tabla 5). La prueba KPSS (1992) mostr6é mejoras en el calculo empirico del tamafio
de la prueba cuando el nivel de significancia es de 1%, pero los resultados fueron
invariantes cuando el nivel de significancia se fija en 5%. El poder estadistico de esta

prueba mejor6 a niveles cercanos al 98%.



Tabla 5. AR(p) y ARMA(p, q), n=250

AR(p) ARMA(p,q)

pvq alpha = 0.01 alpha = 0.05 alpha = 0.01 alpha = 0.05

ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS**

0.05 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.05 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.06
0.10 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.06 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.06
0.15 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.06 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.07
0.20 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.06 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.09
0.25 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.07 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.07
0.30 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.08 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.10
0.35 1.00 1.00 0.03 1.00 1.00 0.10 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.10
0.40 1.00 1.00 0.03 1.00 1.00 0.09 0.99 1.00 0.03 1.00 1.00 0.11
0.45 1.00 1.00 0.03 1.00 1.00 0.12 098 1.00 0.03 1.00 1.00 0.11
0.50 099 1.00 0.03 1.00 1.00 0.12 0.99 1.00 0.03 1.00 1.00 0.12
0.55 098 1.00 0.03 1.00 1.00 0.12 097 1.00 0.05 1.00 1.00 0.16
0.60 098 1.00 0.05 1.00 1.00 0.15 093 1.00 0.06 1.00 1.00 0.16
0.65 096 1.00 0.08 1.00 1.00 0.18 0.89 1.00 0.06 099 1.00 0.19
0.70 090 1.00 0.10 099 1.00 0.23 0.82 1.00 0.08 098 1.00 0.21
0.75 0.82 1.00 0.13 0.98 1.00 0.26 0.68 0.99 0.14 092 1.00 0.31
0.80 0.72 1.00 0.17 094 1.00 0.33 049 092 0.19 0.85 1.00 0.37
0.85 043 097 0.23 0.78 1.00 0.44 0.29 066 0.23 066 096 042
0.90 021 0.61 040 0.51 090 0.62 0.12 0.23 0.40 037 066 0.63
0.95 0.04 012 0.65 0.20 0.36 0.84 0.02 0.03 0.64 0.11 018 083
1.00 0.01 0.02 095 0.05 0.07 0.98 0.01 0.02 094 0.05 0.07 0.98
* Se calcula el poder estadistico de la prueba cuando el valor de componente autoregresivo esta entre 0.05
y 0.95. El tamaiio empirico de la prueba se calcula cuando rho es igual a uno.

** Se calcula el tamafio empirico de la prueba cuando el valor de componente autoregresivo esta entre
0.05y 0.95. El poder estadistico de la prueba se calcula cuando 7o es igual a uno.

Fuente: Elaboracion propia

En general, las pruebas mostraban un mejor desempefio bajo el modelo AR(p); sin
embargo, con una muestra de 250, el comportamiento entre ambos modelos, AR(p) y
ARMA(p,q), son cada vez mas parecidos (ver grafico 4). El poder estadistico de la
prueba Phillips y Perron (1988) es bastante aceptable en casi toda la grilla de valores del
componente autoregresivo, y la prueba Dickey-Fuller (1981) mejor6 considerablemente
su desempeno acercandose cada vez mas a los niveles de la prueba de Phillips y Perron
(1988). Al igual que en el modelo AR(p), el tamafo empirico de la prueba es
ligeramente inferior al valor nominal en el caso de Dickey-Fuller (1981), y ligeramente
superior en el caso de Phillips y Perron (1988) (ver tabla 5). La prueba KPSS (1992) no
mostré mejoras en el tamafio empirico de la prueba. Cuando el valor del componente
autoregresivo crece y se acerca a uno, el tamafio empirico de aleja considerablemente
del valor nominal. El poder estadistico de esta prueba mejord, acercandose a valores de

98%.



Grafico 4. AR(p) y ARMA(p,q), n=250
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Modelo e y 2e: AR(p) y ARMA(p,q), n = 500

Finalmente, cuando el tamafio de muestra aumenta a 500, el desempeio de todas las
pruebas son practicamente iguales (ver grafico 5). Bajo el modelo AR(p), el poder
estadistico de las pruebas Phillips y Perron (1988) y Dickey-Fuller (1981) es muy alto
para valores del componente autoregresivo de entre 0.90 y 0.95. En otras palabras, con
un tamafio de muestra de 500 ambas pruebas tienen un alto poder para discriminar entre
series estacionarias y no estacionarias (0 procesos cercanos a la raiz unitaria).

Adicionalmente, el tamafio empirico de ambas pruebas es muy cercano al valor nominal



(ver tabla 6). Por su parte, la prueba KPSS (1992) se mantuvo en practicamente el
mismo nivel de poder estadistico, entre 96 y 98% (ver grafico 5, panel A y B), pero no

mejor6 en cuanto al calculo del tamafio empirico de la prueba (ver tabla 6).

Tabla 6. AR(p) y ARMA(p,q), n=500

AR(p) ARMA(p,q)
Pyq alpha = 0.01 alpha = 0.05 alpha =0.01 alpha = 0.05

ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS** ADF*  PP* KPSS**

0.05 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.05 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.05
0.10 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.05 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.06
0.15 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.06 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.08
0.20 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.07 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.06
0.25 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.06 1.00 1.00 0.01 1.00 1.00 0.06
0.30 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.07 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.07
0.35 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.07 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.10
0.40 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.08 1.00 1.00 0.03 1.00 1.00 0.08
0.45 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.08 1.00 1.00 0.02 1.00 1.00 0.08
0.50 1.00 1.00 0.03 1.00 1.00 0.10 1.00 1.00 0.03 1.00 1.00 0.09
0.55 1.00 1.00 0.03 1.00 1.00 0.10 1.00 1.00 0.04 1.00 1.00 0.10
0.60 1.00 1.00 0.04 1.00 1.00 0.12 1.00 1.00 0.05 1.00 1.00 0.13
0.65 1.00 1.00 0.04 1.00 1.00 0.15 1.00 1.00 0.04 1.00 1.00 0.15
0.70 1.00 1.00 0.06 1.00 1.00 0.15 1.00 1.00 0.05 1.00 1.00 0.14
0.75 1.00 1.00 0.06 1.00 1.00 0.17 1.00 1.00 0.09 1.00 1.00 0.22
0.80 1.00 1.00 0.12 1.00 1.00 0.26 1.00 1.00 0.10 1.00 1.00 0.24
0.85 0.99 1.00 0.15 1.00 1.00 0.33 0.99 1.00 0.18 1.00 1.00 0.35
0.90 0.85 1.00 0.27 099 1.00 047 091 098 0.28 099 1.00 048
0.95 030 0.60 0.51 0.67 090 0.73 0.38 031 0.51 0.73 0.73 0.73
1.00 0.01 0.01 0.96 0.04 0.04 099 0.02 0.01 097 0.04 0.05 099
* Se calcula el poder estadistico de la prueba cuando el valor de componente autoregresivo esta entre 0.05
y 0.95. El tamaiio empirico de la prueba se calcula cuando r#o es igual a uno.

** Se calcula el tamafio empirico de la prueba cuando el valor de componente autoregresivo esta entre
0.05 y 0.95. El poder estadistico de la prueba se calcula cuando 740 es igual a uno.

Fuente: Elaboracion propia

Los resultados del modelo ARMA((p,q) son practicamente iguales a los del modelo
AR(p), pero mejoraron con respecto a la misma especificacion con un tamafio de
muestra de 250. En general, las pruebas Phillips y Perron (1988) y Dickey-Fuller (1981)
muestran un alto poder estadistico para practicamente toda la grilla del componente
autoregresivo (excepto cuando rho adopta el valor de 0.95), lo cual, al igual que en el
modelo anterior, significa que estas pruebas tienen un alto poder para discriminar entre
series estacionarias y no estacionarias (o procesos cercanos a la raiz unitaria) cuando las
muestra es de tamafio 500. El tamafio empirico de las prueba es igual al nominal para la

prueba Phillips y Perron (1988) y ligeramente diferente en el caso de la prueba Dickey-



Fuller (1981). Los resultados de la prueba KPSS (1992) son muy parecidos a los

anteriores, tanto en términos del poder estadistico como en términos del tamafio

empirico de la prueba. Esto sugiere que esta prueba es poco sensible a cambios en el

tamafio de la muestra.

Grafico 5. AR(p) y ARMA(p,q), n=500
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9. Conclusiones

El objetivo de este trabajo fue analizar las propiedades en muestras pequefias de las
pruebas de raiz unitaria estandares o mas conocidas, a saber: Dickey-Fuller (1981),
Phillips-Perron (1988) y Kwiatkowski—Phillips—Schmidt—Shin (KPSS, 1992).
Considerando dos especificaciones de modelos, un autoregresivo de primer orden,
AR(p), y un modelo autoregresivo de promedio movil, ARMA (p,q), se realizé un
experimento Monte Carlo de 1000 simulaciones para calcular de forma empirica el
tamafio y la potencia estadistica de cada prueba, cuando varia el valor del componente

autoregresivo y la dimension temporal de la serie.

En términos generales, los resultados de las simulaciones mostraron cuatro grandes
conclusiones. Una primera conclusion es que en muestras muy pequefias, ninguna de las
pruebas de raiz unitaria mostrd un desempefio aceptable, especialmente cuando el valor
del componente autoregresivo es cercano a uno. El poder estadistico de las pruebas fue
bajo y el tamafio empirico se alejo del valor nominal. Esta primera conclusion confirma
los resultados de Schwert (1987), Lo y MacKindlay (1989) y Blough (1988), quienes
habian encontrado previamente que las pruebas de raiz unitaria tienen poder estadistico
bajo, especialmente en muestras pequenas y cuando la raiz es menor pero muy cercano

uno.

Una segunda conclusion que se puede extraer es que, en términos comparativos, la
prueba Phillips-Perron (1988) mostrd el mejor desempefio en muestras muy pequefias.
Como se mencion6 anteriormente, una ventaja de la prueba de Phillips-Perron (1988) es
que no asume una forma funcional de los errores de la serie, pues es una prueba no
paramétrica. En ese sentido, esta prueba se aplica a una mayor cantidad de casos en los
cuales se desconoce la verdadera estructura de los errores. Una supuesta desventaja es
que la prueba es asintdtica; es decir, tiende a funcionar bien en muestras grandes pero
no necesariamente en muestras chicas. Esta conclusion se confirma de alguna forma en
el presente trabajo, pues si bien comparativamente fue la prueba con mejor desempefio
en muestras pequefias, su desempefio no fue aceptable para todos los valores del
componente autoregresivo. En muestras grandes, esta prueba también mostro el mejor
desempetio. El poder estadistico fue alto en casi toda grilla del valor de 740, y el tamafo

empirico es muy cercano al nominal.



Una tercera conclusion que mostraron las simulaciones es que la prueba Dickey-Fuller
(1981) es la mas sensible al tamafio de la muestra. Esto significa que,
comparativamente, esta prueba fue la que mas mejor6 su desempefio conforme aumentd
el tamafo de la muestra. En muestras muy pequeiias, el poder estadistico de esta prueba
era extremadamente bajo, aunque el tamafio empirico de la prueba era muy cercano al
nominal. Cuando la muestra aument6 a 500, la prueba mejor6 sustancialmente su
desempefio. Los resultados fueron muy semejantes a los de la prueba Phillips-Perron
(1988), reflejando un alto poder estadistico para casi todos los valores del componente
autoregresivo y el tamafio empirico fue muy cercano a su valor nominal. Lo anterior
confirma los resultados de Pesaran (2015), quien encontr6 que, asintéticamente, las
pruebas Phillips-Perron (1988) y Dickey-Fuller (1981) son equivalentes. Lo anterior
también es importante de destacar pues con un tamano de muestra de 500, ambas
pruebas tienen un alto poder para discriminar entre series estacionarias y no

estacionarias (o procesos cercanos a la raiz unitaria).

Finalmente, una cuarta conclusion que se puede extraer de los resultados es que la
prueba KPSS (1992) mostr6 un tamafio empirico de la prueba practicamente invariante
ante cambios en el tamafio de la muestra. Para valores muy pequefios del componente
autoregresivo, el tamafio empirico de la prueba es muy cercano al nominal pero se aleja
rapidamente cuando éste crece y se acerca a uno. Este comportamiento se repitio para
todos los tamanos de muestra. Por su parte, el poder estadistico de la prueba en muestras
pequenas fue relativamente alto, y mejord al aumentar el tamafio de la muestra. En
términos globales, se pude decir que la prueba KPSS (1992) mostro los resultados mas
estables para todos los tamafios de muestra. Como se mencioné anteriormente, una
desventaja practica de la prueba KPSS (1992) esta en la naturaleza misma del disefio de
la prueba. La ausencia de una raiz unitaria no significa necesariamente que la serie sea
estacionaria, sino, estacionaria en tendencia. En ese sentido, es posible que con esta
prueba se esté ante una serie que no sea estacionaria, no tenga una raiz unitaria pero que
si sea estacionaria en tendencia. Por lo anterior, la prueba KPSS (1992) se considera un
buen complemento a las pruebas estdndares de raiz unitaria. Por ejemplo, si la prueba
Dickey-Fuller (1981) falla en rechazar la hip6tesis nula de raiz unitaria, y a su vez la
prueba KPSS (1992) rechaza estacionariedad, entonces se podria considerar que existe

suficiente evidencia de que la serie tiene una raiz unitaria.



El consenso general es que las pruebas de raiz unitaria son capaces de distinguir entre
series con raiz unitaria y series muy estacionarias; sin embargo, no siempre son capaces
de distinguir entre diferentes formas de no estacionariedad (por ejemplo,
estacionariedad en tendencia o estacionariedad en diferencias) o cuando el componente
autoregresivo en un modelo AR(p) estd muy cercano a la unidad. No poder identificar
adecuadamente la fuente de no estacionariedad en las series puede llevar a conclusiones
erroneas. Si bien hay pruebas de raiz unitaria que en determinadas condiciones
funcionan mejor que otras, como afirma Stock (1994) no existe una prueba general que
sea dominante en todos los sentidos. Lo anterior recalca la importancia de analizar las
series con base al conocimiento que se pueda tener sobre ellas, tratando de identificar
previamente cual es el verdadero proceso generador detras de los datos antes de aplicar

cualquiera de las pruebas estandar de raiz unitaria.
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