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1. Introduccidn

El propdsito de nuestra tesis es profundizar el analisis sobre la politica medioambiental
Optima en un modelo neoclasico. Inspirdndonos en el trabajo de Acemoglu “The
environment and directed technical change”?, nos proponemos modelar una economia
gue produce un unico bien final a partir de dos bienes intermedios: un bien “sucio”,
gue contamina, y otro “limpio”. El agente representativo de la economia, deriva su
utilidad a partir del consumo y se ve afectado por la existencia de una externalidad
medioambiental, que definimos como la pureza del aire. Comparamos el resultado del
equilibrio competitivo y el problema del planificador. Finalmente introducimos un
impuesto al uso del bien “sucio” por parte del productor del bien final, para probar que con
intervencion estatal a favor de la tecnologia limpia se puede llegar a la solucién Pareto
Optima. Finalmente calibramos el modelo y analizamos sus predicciones.

! Acemoglu, Daron, Philippe Aghion, Leonardo Bursztyn, and David Hemous. 2012. "The Environment
and Directed Technical Change." American Economic Review, 102 (1): 131-66.



2. Modelo

El modelo se desarrolla en una pequena economia cerrada con horizonte de tiempo
infinito, en un contexto de certidumbre y competencia perfecta. La firma productora
del bien final y las firmas productoras de bienes intermedios son maximizadoras de
beneficios. El agente ofrece su trabajo y alquila el capital acumulado a las firmas y
maximiza su utilidad que depende positivamente del consumo y la calidad del aire.

2.1 Tecnologia:

2.1.1 Bien Final:

La economia produce un Unico bien final y;. Su funcién de produccién, utiliza como
inputs dos bienes intermedios: uno “limpio” yf, que utiliza tecnologia no
contaminante, y uno que denominamos “sucio” ytd, ya que dana al medioambiente.

La funcién de produccién es
&

ve=|oHF +007F |7

El pardmetro € € (0, +0) representa la elasticidad de sustitucién entre los bienes
intermedios. Decimos que los bienes son sustitutos en el caso donde ¢ > 1y
complementos cuandoe < 1.

La intencidn del modelo es analizar cdmo cambia la intensidad del uso de los bienes
intermedios en la produccién del bien final y su efecto sobre la utilidad del agente. En
especifico, cémo varia el grado de sustitucion del bien sucio por el bien limpio, cuando
se presentan condiciones favorables para su mayor demanda. Por este motivo,
consideramos Unicamente los casos donde € > 1.

Un claro ejemplo, puede ser el uso de energia fosil y solar. La energia fésil tiene costos
mas bajos de almacenamiento y transporte (check con datos), es por esto que es
relativamente mas utilizada que la energia renovable. Sin embargo, si la produccién de
energia renovable tuviese un menor costo, se sustituiria el uso de energia fosil, ya que
se pueden obtener los mismos servicios de produccidn a partir de energias alternativas
con menor contaminacion

2.1.2 Bienes intermedios:

La funcién de produccién del bien intermedio sucio es:
a 1-a
yé = (ki) (a%1f)

donde A% es la productividad del trabajo, kf el capital asignado y lf el trabajo
asignado al sector sucio.

La funcién de produccion del bien intermedio limpio es:
yE = (kA1)



donde A€es la productividad del trabajo, kf el capital asignado y [f el trabajo asignado
al sector limpio.

Notemos que la productividad A%, donde s = (c, d), es constante en todos los
periodos Vt € (0, ).

Para nuestro modelo suponemos que A%> A€, es decir, el bien sucio es relativamente
mas barato que el bien limpio.

Vamos a partir del supuesto de que hay libre movilidad de recursos: los precios de la
mano de obra y del capital son iguales en ambos sectores.

wi = wf
rtd — rtc

2.1.3 Vaciamiento de mercado:

Las condiciones de vaciamiento de mercado en el mercado de trabajo y capital son:
12+ 1= 1

k& + k§

ke

donde [ es la dotacidn fija de trabajo y k; es el stock de capital vt € (0, ).

Ademas, la condicién de vaciamiento de mercado en el mercado de bienes implica
que:
CetXxe =Yt

donde x; es inversidn en bienes de capital, ¢; es consumo del bien final e y; es
produccién del bien final.

2.1.4 Evolucion del capital:

La ecuacidn de la evolucion del stock de capital es:
kivr = (L+ 8)ke + x;

donde 6 es la tasa de depreciacidon del capital.



2.2 Agente representativo:

La funcidn de utilidad del agente representativo es:

u(cy, St) = ¢ log log (¢r) + (1 — @)log (S¢)

Cumple con las siguientes condiciones:
e Depende positivamente de la calidad del aire S; y del consumo c;.
e Dos veces diferenciable contra ambos argumentos.
e (oncavaenc;yS;.
® Separableenc;yS;.

. fu

® |im—=oo
c—lo 6c
. fu

e |[im—=o0
s—10 65

2.3 El medioambiente y la externalidad:

Finalmente, la calidad del medioambiente (el grado de pureza del aire) evoluciona
segun la siguiente ecuacion:

Sty1=5"+ (1 —/Jyf)St

La primera parte de esta ecuacion representa un flujo de regeneracion del oxigeno S*.
En un caso practico lo podriamos ver como las emisiones de oxigeno generadas por la
flora/vegetacién en cada periodo. La segunda parte de la ecuacion explica la
degradacion de la calidad del medioambiente causada por la produccién del bien
sucio, a una tasau. Esto podria ser representado por las emisiones de diéxido de
carbono y otros gases contaminantes causadas por el uso de energia fosil.

Asumiendo que S,€(0, 5). Donde S es la mejor calidad medioambiental a la que se
puede aspirar.



3. Equilibrio

Proposicion 1: Por el Primer Teorema del Bienestar, se cumple que el problema del
Cuasi-Planificador (ignora la externalidad medioambiental) resuelve el equilibrio
competitivo.

Para demostrar que los problemas son andlogos, comprobamos que existe un conjunto

de multiplicadores de Lagrange que hacen que el sistema de ecuaciones que surge del

problema del Cuasi-Planificador sea equivalente al sistema de ecuaciones del equilibrio

competitivo.

En las préximas dos secciones del trabajo se demuestra la proposicién.
3.1 Definicidn de Equilibrio competitivo

El equilibrio competitivo en esta economia es una asignacién

{eo X0 o, & YE AL IE Ky, kE KE, Seeq Yo ¥ precios {pg, pd, pf, wy, 1 }i2, tales que,
dada la condicién inicial {k}:
e El agente representativo maximiza su utilidad sujeto a la restriccién
presupuestaria
e Las firmas maximizan beneficios
® Los mercados se vacian

3.2 Problema del agente representativo:

En el equilibrio competitivo, el agente resuelve:

Ct,kt

maxz Btl log log (c;) + (1 — @)log (S,)]
t=0

S.da.
Ct+xt = th+Ttkt
kt+1 = (1 + S)kt + xt

donde c¢; es el consumo del bien final. Combinando las dos restricciones llegamos a la
siguiente restricciéon presupuestaria del agente:

Ct+ kt+1=th+(Tt+1_5)kt

Derivando:

(1)



L= Bilploglog (c) + (1 - p)log ()]
_ — B Aelee + kepq — lwe — (e + 1 = 8)k¢]

Llegamos a las siguientes condiciones de primer orden:

(kes): B A gy +1-8) = B,
(A ):ce + keyy = we + (e + 1= 8k,
Condicién de Transversalidad: lim;_,. 8 u.(ct, S) ki1 = 0

Utilizando las ecuaciones (2) y (3) llegamos a la ecuacién de Euler:
Cey1 = BC(reyr +1-6)

3.3 Problema de las firmas de bienes intermedios:

3.3.1 Problema de la firma del bien sucio:

Las firmas maximizan beneficios:

[ee]
r%a{gng)’td welf —rkf
1 &=
s.a.
a 1-a
i = ()" (a%18)
Derivando

L= Z pd (k) (A%8)" ™" = wld — 1k

t=0

Llegamos a las siguientes condiciones de primer orden:
a-—1 1-«a
k®): (@) (kE)  (A%F) " =n

d
()Pmg; = 7.

(1D: (1 - a)(pf) (k)" A1) = w,

d
(p)Pmg, = we

(5)



3.3.2 Problema de la firma del bien limpio:

Las firmas maximizan beneficios:

ki l;

c c c c
max § pr Vi — Welp — ks
=0

S.a.

yE = (kO (A1)
Derivando

L= pf () AU = welf = ik

t=0

Llegamos a las siguientes condiciones de primer orden:
(kE): (@ (P k) (AU =1,

(pS)Pmg; = 1

(15): A= )P ED* (A1) ™ = w,

(pS)Pmg, = w,

3.4 Problema de la firma del bien final:
La firma productora del bien final maximiza beneficios:

max Z peye — P y& — pEYVE
yt yt

S.a.

ve=[oH7 + 007 |7

Derivando

&

08181 d .,d C.,C
L—Zpt [(J’t)g +(}’t)£] —DPt Ve —PcYt

Llegamos a las siguientes condiciones de primer orden:

0w 007 + 097 ] b9 = pt

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)



|~

1 e—11e-1 -1 (13)
(¥%):p, [(y?) e+ e ] (¥)e = pt

1
p (ﬁ)s = pf
t ytc t

Las ecuaciones de consistencia agregada del capital y trabajo y (1) a (13) resuelven el
equilibrio competitivo de la economia.

4. Problema del Cuasi-Planificador

El problema del Cuasi-Planificador busca maximizar la utilidad del agente

representativo, sujeto a las restricciones de la economia, sin internalizar la

externalidad. Esto implica no tener en cuenta que el estado del medioambiente

impacta en la utilidad del agente. En otras palabras, el planificador no elige S;,4
(o]

max Z Btu(ce, Sp)

cekerryeyEYELEKRELE K =

Donde u(c, S¢) = ¢ log (¢¢) + (1 — @)log(Sy) -

S.a.
£

ve=oHF +00F |

a 1-a
v = (k)" (a18)
yE = (k) (A1)
B+ =1

k& + kf

Il
==
o~



e+ keyr = Yet+ ke(1—0)

Ser1 = {[S"+ (1 = uy#)S.]; S}

Derivando:

L=pplogloglc) + (1 —@)S; 1= B Alce + keyr —ye — ke(1 = 6)]

ey, =t a1 P
- B'n; [yt e — (i)e +(5) ¢ ]
1_
— Bing |y — () (a%28) ]
— Bnilyf — (kE)*(ACI9) ]
+ Bkl — 1E — I§]+ Brwfk, — kE — kf]

Llegamos a las siguientes condiciones de primer orden:

(c): o= 4, (14)
Ce
1
(kesn): B [Aesi (1= 8) + whyy] = 4, (5]
e—1 -1 (16)
e):ng V= A
e—1 -1 17
OBl — ) = n? 17)
c—1 -1
O ——OE = ¢ 18
yd
i1 - )77 = o} 1)
t
nPmgl’ = w}
Y. ¢ Ye _ (20)
(I5):n; (1- a)l_c = Wt
t

c 1©_ 1
nePmgy = we

10



kd. d ﬁ_ k
(t)-makg— t

d k% _ k
nePmgy = wy

yC
(k§):nfa = = wf
t

c 1°_ k
nePmgy = wg

Las ecuaciones de consistencia agregada del capital y trabajo, las restricciones y las
ecuaciones (14)-(22) resuelven el el problema del Cuasi-Planificador.

Demostracion 1: Se probard que las condiciones de primer orden del equilibrio
competitivo son equivalentes a las condiciones del problema del planificador que no
elije S¢, 1. Por lo tanto, ambos problemas son equivalentes.

Tomando la ecuacidn (8) del equilibrio competitivo:
kd
(p?)ngt =T
y la (21) del problema del planificador:

d
U?ngf = wt
Haciendo (8)/(21):

n wf
a- ad
Pt U

Luego, tomando la ecuacién (12) del equilibrio competitivo:
1

y €
P (—2) = pf
Ve

y la (17) del problema del planificador:
1

Ve \¢
y — .d
Ut (E) = Nt
(-9
P, 77%/

Normalizando p; = 1y utilizando la ecuacion (16) del problema del planificador:
y
Ut = At

Haciendo (12)/(17):

Obtenemos:

11

(21)

(22)

(23)

(24)



Reemplazando (24) en (23):
rtlt = wtl:c (25)

Remplazando (25) en la ecuacion (15) del problema del planificador:
Ay (1—6) + 0)?+1 = A
llegamos a: (26)

A = Aer1(1 = 8) + (Te41he41)

que es igual a la ecuacion (4) del equilibrio competitivo:
Aey1 (T +1=8) = 4,

Feasibility:
Tomando la RPI del agente:
Ct + kt+1 - th + (Tt + 1 - 6)kt

y la restriccién del planificador:

ct + keyr = ye + k(1 —9)
Queremos probar que y; = w;l + rpk;:

ct + keyr = ye + k(1 —9)

Ct+ kep1— ke(1—08) = y;

Usando la ecuacidn (9) del problema de la firma del bien intermedio sucio:
d

k a
(1—a)(pf) (l—§> (AD% = w,

Multiplicamos por lf a ambos lados de la igualdad: (27)
(1-a)(piyd) = 1w,

Andlogamente para el sector limpio:

2
(1 - ) PEYE) = lEw, 28)
Sumando (27) y (28) llegamos a que:
we(If + 1) = A — ) (piyf + piyd) (29)

Usando la ecuacién (8) del problema de la firma del bien intermedio sucio:

12



Adld 1-a
a(pf)(kdt> =n
t

Multiplicamos por k? a ambos lados de la igualdad:
@(ply?) = kir,

(30)

Analogamente para el sector limpio:
(@ (piys) = kir, (31)

Sumando (30) y (31) llegamos a que:
re(kf + ki) = (@ (pfyi + plyd) (32)

Luego, sumando (29) y (32) llegamos a que:
wel + ek = (pfye +pfyd) = ye

Debido a que los beneficios de la firma final son iguales a cero es que podemos decir
que (pfyf +piyd) = e

Luego, probamos que y; = w;l + 1.k, y por lo tanto, el Equilibrio Competitivo cumple
con la condicion de factibilidad del cuasi-Problema del Planificador:
Ct+ kiyr — ke(1=68) = y;

Por lo tanto, probamos que la asignacion es idéntica en ambos casos.

Teorema 1: Resolver equilibrio competitivo es analogo a resolver el cuasi problema del
planificador.

4.1.1 Estado estacionario:
Ahora pasaremos a resolver el estado estacionario.
Primero definiremos la funcién de utilidad:

u(c,5) = @log(c) + (1 — ) log(Se)

Por lo que la derivada contra el consumo es igual a:

uc(c,S) = cﬂ
t

Luego, vamos a buscar los valores de estado estacionario para el equilibrio
competitivo. Dado que en estado estacionario t = t + 1 podemos definir a los valores
de estado estacionario como las variables con barra arriba:

13



=
i (33)

A= B[ -6) + wF] (34)
7\821(37)_71= n? (35)
ngl(F)_Tl= e (36)
7 (1—a>f;f= ot 7
n‘ (1—a)%= w! (38)
n_d(l—a)i;}ﬁ (39)
ne (1—@%_ ok (40)

c+k-y-(1-8k= (41)

7% = ()7)% + (_C)g% (42)

yd = (AH-e kD) (d)1-e (43)
e = (AN (k) (e (44)
[=144]¢ (45)
k =k + k¢ (46)

14



S=5"+(1-puy?)s

Vamos a simplificar el sistema de ecuaciones. Primero, vamos a deshacernos de n”
reemplazando la ecuacion (34) en la ecuacidn (35) y (36). Llegamos a las siguientes

ecuaciones:

M=

>0
—
|~ Kiﬂ” <Y
<
[
Il
da‘|

>

N

<

N———
Il

°

Ademds, vamos a eliminar w' y w*reemplazando sus valores en las otras ecuaciones.

Con estos cambios, el sistema de ecuaciones queda:

_y@ 5
TETTTE
Y Y
Tlﬁ—n—c

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

15



YT = (AR ()1

¥E = (A kD))

S =

o
Il
o
al
+
o
al

k =k +k°

S*+(1—py9)S

Luego, nos vamos a deshacer de los multiplicadores n¢ y n°. Entonces, el sistema de

ecuaciones queda:

yT = (A (e (1)1

y©

(AC)l—a (ﬁ)a(l_c)l—a

(53)

(54)

(55)

16



L
Il
o
al
+
L
al

k =k + k¢

S=5"+(1-py?)$

Por lo tanto, tenemos 11 ecuaciones con 11 incégnitas: S, A, ¢, y, vy, v¢, k%, k€, k, 1%, I°.
Reescribimos el sistema de ecuaciones como:

=3
c
I G
Y\ ¥°
1= pla-9+ (&) o (s6)
09 F = kzc(—c)% (57)
K 59
Ko
c=y—-ok (59)
e—1 e &=

y?= (AH"E kD ADE

ye= (A (k)Y

o
Il
o
al
+
o
al

w
Il
T
a
+
By
a

17



§=5+ (1= 7S

O bien:

SRS
Il
>

-1
c ¢

1= 8|(1-8)+ Gra’

k¢

—c_lg% kY -1
() & ==09¢
el
KT
c=y-6k

v = (AN

ye= (A (k) (I)

N
Il
o
al
+
—
al

18
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(61)



Ahora pasaremos a resolver el sistema de ecuaciones. Dado )7 la ecuacién (61)
determina S. Dado Sy ¢, la ecuacién (33) determina 4. Por lo tanto, por ahora, nos
deshacemos de las ecuaciones (61) y (33). Entonces, el sistema de ecuaciones queda:

[uny

&—

1 RN
E—1+6=(y)ea e
&

- ka 8—1_
yd=<ﬁ) e
K Ja
kI
c=y—08k
e—1 &1 =1

ye =0 +09°
yt= (ADE kD ADE

YE = (A (k) (IE) e

o
Il
o~
al
+
o
al

kd + k¢

k

Reemplazando 37 (ecuacion(62)) en todas las demds ecuaciones:

&-1
1 109
E_1+6: (Nea e
ka4 1@
keI
c=y—6k

19
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rANE 63
(C)s (63)

FAGE — a — 1-a (64)
<i=> y= (K (T

Ve = (A (kO ()

o
Il
o
al
+
o
al

O bien:

N v il 64
y:cl_l (64)

ye = (A ey )

20



L
Il
o
al
+
L
al

Reescribimos la ecuacion (64):
&

L
R Y

Reemplazando y¢ en el resto de las ecuaciones:

-1
—_ € £
_ kC -1
1 1 yF+k_d]
E—1+6=(y)sa e
k4 d
T
c=y—08k

—\ =1 &
kd _ k¢ =1 — «a — 1-a
<k=> V=l = (k%) (44

&

o o
y[ ] = (A (kD) ()~

ke + k®

o
Il
o
al
_|_
o
al

k =k +k°
Ahora usando que k = ke + k¢, el sistema queda:

! 1+46
—_—— =
B

<

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

21



U
sl &
Il
o o~
31| =

(70)

Pl Y]
Il
<2
|
>

(71)

€ £

N T e e
("—) y[%] = ottty

kC

-1
l = (k) (A1) 7

o
Il
o
al
+
o
al

k =k + k¢

La ecuacidn (69) determina el ratio de output/trabajo:
(73)

y Bt—1+96
a a

R

Reemplazando (73) en (70):
BT -1+456 5

a

ol Y]

Br-1+(1—-a)s
(04

Pl | Y]

(74)

pl-1+(1 —a)5l

5=E[
a

Por lo tanto, dado k la ecuacidn (74) determina el consumo de estado estacionario.

Luego, escribimos el sistema como:
(75)

_ B =1+6
poe

I =
[
<l =

22



€ £

F o1 F B — — 1-a
(k—> VH = (k) @Y

d

&

e-1 . _
l — (kc)a(Aclc)l—a

=] 7|

o
Il
o
al
+
o
al

Dividiendo (71) por (72):

E s—1_ E @ Adl_d 1=a (76)
K° k) \ At

RET
yH = (RO« ATy~

[=19+1°
k=ki+k°
Reescribiendo la ecuacién (72):
; ﬁg—% T\ (77)
e =Tl e

Reemplazando por la expresiéon % tenemos:

23



Bl—1+6
(=)
pt—-1+6
(=)

La ecuacion (58) resuelve k@

. 1

k¢ = k¢ =

lC

Reemplazando la ecuacidn (82) en el sistema:
e—a(e—1)
_l_d e—1
c
=

—\ 11—«
kl _ld
K \r

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)

24



B1—1+6
(T)

i
Cl:c (84)
1+—

O bien:

N A A (85)
EF -F &

(86)

(87)

25



k¢

k
7 = T (88)
La ecuacién (87) determina el ratio de trabajo:
l_d Ad (1-a)(e-1) (89)
- \a°

Entonces, la ecuacién (80) determina I€:

_ 14
=F [ieg
lC

Ad (1-a)(e-1)
() ]

1 (90)
Ad (1-a)(e-1)
ll + (F) l

Dado ¢, obtenemos (4. Dado que conocemos I¢, la ecuacion (88) determina la relacion
entre k¢ y k4:

l=1

Ic =

kR
L Ie
wokr
[
Reemplazando k¢en la ecuacion (78):
E_ % _ 1-a
gt —1+6\|7F l —a
il () o
ke
[
_.1 L
BE—14+8\ [ (VT e
(T 11 =& @
Y despejando k:
k = T T
B-1— 1+ §\T-a [[(|E-DE-®)
()"l

26



Reemplazando la ecuacién (1*) en el resto del sistema podemos resolver todo el

estado estacionario. El valor de estado estacionario para A es:

=2 2
C

4.2 Caso 2: Teniendo en cuenta la externalidad
En el caso donde se tiene en cuenta la externalidad, el planificador elije S;, 1.
(00}

maxz Blp log log (ct) + (1 —@)log (S — Bt Aclce + ke — ye — ke(1 = 6)]
— Bty [yt [(yt) E () T ] _1]

— B [yé - (k) (au)"™]
— BElyE = (KAL) = Bk [Serr = S* = (1 = ny?)Se]
+Brwi[l — 1 — 1f]+ Brwf ke — k — kf]
Derivando:

L= plplog () + (1= g)log ()] = BAclec + kews = ye = k(1= O)]

- Bn} [yt Bxa +(y€)£€1];1]

i [y — (k&) (a41¢) ™
— Bnilyf — (kf )a(Aclc)l *] - ﬁt’ct[stﬂ -5 - (1 — U yg)st]

+B ot — 1 — 1]+ Brwilke — ki — kf]

Llegamos a las siguientes condiciones de primer orden:

P _
(c): =2
(ker1): B [Aer1 (1 —6) + w?+1] = A

y€— 1 1
o) m; T(Yt) €= A
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e—1 _1
H:n? — (&) & =nf + Kk.uS;
c—1 1

(yf)=n£VT(yf) e = nf

d

y
i - )77 = o}

t

d 14 _
nyPmg; = wq

c c yg__ l
(D)1 — a)l_c = W¢
t

c 1 _ 1
nPmg; = we

yi
(kY i (@) 77 = o
t

d k¢ _ k
nePmg; = wq

c
(k)i ars = wf
t

c 1©c_ k
ngPmg; = we

1_
Sev1)i ke =P [S_t(p + K (1— .UY?H)]

Esto implica que el costo marginal de una unidad de calidad medioambiental en
términos de utilidad en el periodo t (k;) es igual al beneficio marginal de consumir una

unidad de calidad medioambientalent + 1 (;_q)
t+1

consumir la unidad de calidad medioambiental en t , en términos de
utilidad (x¢yq (1 — p v2 1)), traido a valor presente por el 8

)y la ganancia generada por no

A:ice+key1 —y,—(1—=08)k =0

e—1 e—1 e—1
€

() () © = 0D T 0D
(rf):vé = ()" (a2)™"

(nf): vE = (kD*(AID)
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(@):l=1¢ [
(0F): ke = ki — kf
(K¢): Seq1 = [S* + (1 —u yg)St]

Luego resolvemos el sistema de ecuaciones, el estado estacionario y el sistema de
ecuaciones loglinealizados?.

5. Politica Fiscal

5.1 Impuesto optimo

Comparando el sistema de ecuaciones del problema del Planificador con las del Cuasi-
Planificador, observamos que en la condicién de primer orden con respecto a y{, en
el problema del planner, la externalidad introduce una brecha entre la productividad
marginal y el precio relativo del input sucio en términos del bien final, representado
por la siguiente ecuacién:

Entonces:

=

(&)E _ e+ KeS,
v A

d
Ne + K uSe
Pmg (yf) = ————
) t

- d
Donde (%)‘E es el producto marginal del bien sucio, Z—t es el precio sombra de yg
t t
KtUSt

At
producto marginal, que equivale al costo medioambiental de utilizar una unidad mas
de y¢, en términos de utilidad. Reescribiendo la ecuaciéon como

t

relativo a y;. El término es la bracha que se introduce entre el precio relativo y el

— — d
Kt US,
Pmg (y¢) = pf(1+ 19%;:) , donde p& = Z—‘;, podemos ver que este resultado
t
. . . Kt US . .
equivale a imponer un impuesto I' = % sobre el uso del bien sucio por parte de la
t

firma productora del bien final.

2 Ver el anexo
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Esto significa que existe una politica fiscal dptima tal que hace posible obtener las
asignaciones Pareto dptimas internalizando la externalidad medioambiental
caracteristica del problema. Como podemos ver, la tasa del impuesto 6ptimo I'
depende positivamente del precio sombra de la calidad medioambiental,
negativamente del precio sombra del bien sucio y positivamente de la tasa a la cual la
produccién del bien sucio degrada al medioambiente.

5.2 Definicidn de Equilibrio competitivo con politica fiscal

Introducimos un gobierno que tiene como Unico propdsito lograr la asignacion
eficiente en la economia. Es decir, busca que se internalice la externalidad que genera
la calidad del medioambiente. Para ello, introduce un subsidio a la utilizacion de bien
limpio por parte de la firma productora del bien final. Esta politica fiscal se financia con
un impuesto de suma fija al agente representativo.

Un equilibrio competitivo en esta economia es una asignacién
{CtJ Xt» Yt yéi' yt?' ltq' g' kt+1! k?, ktcl St+1}?;0r precios {pt' pg' pg' We, Tt}gio Y pOHtica
fiscal {z, T; }tales que, dada la condicidn inicial {k}:

e El agente representativo maximiza su utilidad sujeto a la restriccién

presupuestaria

e Las firmas maximizan beneficios

® Los mercados se vacian

e El gobierno cumple su restriccién presupuestaria:

T, = 1 [pfyfl

Donde T; es un impuesto de suma fija, medido en unidades de bienes de consumo,
gue se cobra a los consumidores para subsidiar (Tygpg) a la firma productora del bien
final.

5.3 Problema del agente representativo:

El agente resuelve:

max z Bu(c,, S,)
t=0

Crket

S.da.
Ct+xt+ Tt=th+T'tkt
kt+1 == (1 + 6)kt + xt

donde c; es el consumo del bien final. Combinando (1) y (2) llegamos a la restriccidn

presupuestaria:
Ct+Tt+ kt+1 = th+(Tt+1—5)kt

Derivando:
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L= uleeS) = BRlee+ To+ Kews —we = (o + 1= )kl

t=0

Llegamos a las siguientes condiciones de primer orden: (92)
(c):uclc, Sp) = A

T 2 93
(ker1): B Aepa(ry +1-06) = 4 ©3)
(E):Ct-l_Tt + kt+1 = th+ (Tt-i- 1 _6)kt
Condicién de Transversalidad: lim;_,. B u.(ct, S)kiy1 = 0 (94)
Utilizando las ecuaciones (3) y (4) llegamos a la ecuacién de Euler:
uc (¢, S¢) = Buc(Cesr, Sear) (epr +1—6)
Siendo u(c;, S;) = @ log log (¢;) + (1 — ¢)log (S;), la ecuacion de Euler para el
consumo es:
Ceyr1 = B (e +1—-6)
5.4 Problema de las firmas de bienes intermedios:
5.4.1 Problema de la firma del bien sucio:
Las firmas maximizan beneficios:
max ZP? y& = wlf — ek
K t=0
s.a. (95)
a 1-«a
i = ()" (a%18)
Derivando
L= Z pd (k)" (A%8) ™" = wyld — 1ok
t=0
Llegamos a las siguientes condiciones de primer orden: (6)
a-—1 1-«a
(k) (@ (pH) (k)™ (AYE) “=n
d
(pi)Pmg; = 1.
dy. a\ (1,d\% ¢ gdy1-a(jd)"% _ (97)
(lt)-(l_a)(pt)(kt) (A%) (lt) =W
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(pf

d
)ngi =w,

5.4.2 Problema de la firma del bien limpio:

Las firmas maximizan beneficios:

S.a.

Derivando

t

yE = ()AL

0

L= ) pf (kAT — wlf — rekf

Llegamos a las siguientes condiciones de primer orden:

(k): (@D |D* ™ (A1) =1,

Clcla
(&) =

(15): 1 — )Pk (AU ™ = wy

a (pf)

ke _
(1 - a)(pf) <Z—> (A% = w,

5.5 Problema de la firma del bien final:

La firma que produce el bien final maximiza beneficios:

S.a.

max
yt H

Z PeYe —

[(y?

Pt }’t (1

e—1

) e+ E

— Dpiyf

&

e

(98)

(99)

(100)

(101)
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Derivando:

S

L= Zpt [(yt) € +(yf)££1] —pd y& — (1= Dpfy§

Ligamos a las siguientes condiciones de primer orden:
1

):p, [(y?) THOD T ] (yt)

1
AY: . (102)
Pe\—5] = Pt
Yt

1
e—1 e—1 Je—
yo):p, [(yf)7+ e ] (v ) ¢ =pi(l-1)

1
pe <&> = pf(l- D) (103)
Yt

Combinando (102) y (103) obtenemos:

<yt >% p? (104)
)’t pi(1—1)

En la ecuacién (104) podemos observar la brecha que genera el subsidio 7, entre la
1

ot
. .7z . . . & .
tasa marginal de transformacién entre los bienes intermedios (—;fi) y los precios
t

relativos. En resumen, se encarece relativaente el uso del bien intermedio sucio con
respecto al uso del bien intermedio limpio.

Las ecuaciones de consistencia agregada del capital y trabajo, la restriccion del
gobierno y las ecuaciones (91) a (103) resuelven el el problema del Cuasi-Planificador.

6. Calibraciéon

En la siguiente seccidn reportamos los resultados de la calibracién computada, para el
estado estacionario del equilibrio competitivo y el problema del Planificador.

. . 2 . .2 . ... 1
A continuacidn, explicamos la eleccién de los parametros iniciales. Tomamos a = 3
para la participacion del capital en la economia, basdandonos en la eleccidn de
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Acemoglu et al. para su calibracidn3. Para la participacidn del consumo en la utilidad
3 . L, .
del agente suponemos ¢ = " Justificamos esta eleccién porque el agente asigna un

mayor peso en su utilidad al consumo que a la calidad medioambiental. Tomamos =

1

el 0.96 como pardmetro de la tasa de descuento, donde es la tasa de impaciencia

del agente. En su trabajo, Acemoglu utiliza un valor de p = 0.001 y de p = 0.015
basandose en el debate entre Stern y Nordhaus en la parametrizaciéon de la tasa de
impaciencia para un horizonte de largo plazo. Como estamos considerando un menor
plazo de tiempo, un plazo anual en concreto, creemos mas acorde utilizar una tasa de
impaciencia del 4.16%, asumiendo un agente mds impaciente y que prefiere el
consumo presente. Para la depreciacion del stock de capital tomamos un valor de § =
0.1, basandonos en la parametrizacién de Nordhaus (2008)*. Asignamos un valor de

€ = 2 para el parametro de la elasticidad de sustitucién, recordando que tomabamos
un valor € > 1 para indicar que los bienes intermedios son sustitutos entre si. Por
ultimo, imponemos que la productividad del bien intermedio sucio sea mayor a la
productividad del limpio, A% = 2y A° = 1.

Los resultados de estado estacionario que arroja la solucion de nuestro modelo para el
problema del equilibrio competitivo y el problema del planificador se presentan a
continuacion en la Tabla 1.

STEADY STATE VALUES

QUASI-PLANNER PLANNER

cuTput - &6.384 5.475
Capital - 15.021 10.687
Conaumption = 4,882 4,407
Output clean = 0.954 1.288
Oucput dircy = 2.403 1.452
Labor clean 0.386 0.585
Labor dirty = 0.614 0.415
Capital clean = 2.806 6.248
Capital dirtcy = 9.216 4.439
Environment &.658 11.016
lambda - 0.154 0.170
kappa = - 0.199

Tabla 1

A partir de los resultados comprobamos que la utilidad en el problema del planificador
es mayor a la utilidad en el problema de equilibrio competitivo. Cuando el problema
internaliza la externalidad que genera el medio ambiente, cae el consumo del agente y
la calidad del medioambiente es mayor. La produccién total cae y notamos que la
brecha entre la produccidén de ambos bienes intermedios se achica. Notamos que la
asignacion de los recursos capital y trabajo entre los dos sectores también migra al
sector limpio en mayor proporcion en el problema del planificador. Esto se debe a que
el planificador toma en cuenta la externalidad del medioambiente y asigna

3 Acemoglu, Daron, Philippe Aghion, Leonardo Bursztyn, and David Hemous. 2012. "The Environment
and Directed Technical Change." American Economic Review, 102 (1): 131-66.

4 Nordhaus, William, D. 2007. "A Review of the Stern Review on the Economics of Climate Change."
Journal of Economic Literature, 45 (3): 686-702.
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eficientemente los recursos de la economia, y lo vemos reflejado en una mayor
utilidad para el agente.

Calibrando el modelo sin considerar la externalidad medioambiental podemos ver
como evolucionan las variables convergiendo al estado estacionario del equilibrio

competitivo (Cuasi-Planner):
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De los graficos puede verificarse que en cada momento del tiempo se verifican las condiciones

del equilibrio competitivo.

En segundo lugar, comparamos la evolucién de las variables en el caso en que la elasticidad de
sustitucidn entre los dos bienes intermedios, €, es superior al caso estandar. Los siguientes

graficos muestran el caso estandar con € = 2, representado en azul, y el caso con € =5,

representado en naranja:
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Producto

45

Como ¢ define la elasticidad de sustitucion entre los bienes intermedios, al incrementarlo de 2
a 5 aumenta el nivel de sustitucion entre el bien intermedio sucio y el bien intermedio limpio.
Por lo tanto, como nos encontramos en el caso del equilibrio competitivo (equivalente al del
cuasi-planner) sin politica fiscal, se utilizard mds del bien intermedio mds productivo (el
contaminante). Debido a esto, la produccion del bien intermedio sucio se incrementa,
empeorando asi la calidad medioambiental, mientras que la produccién del bien intermedio
limpio cae. Sin embargo, como la produccidn del bien contaminante aumenta menos de lo que
cae la produccién del bien limpio, el resultado final es que la produccion del bien final cae al
igual que el consumo. Ademas, podemos ver que cambia la asignacion de recursos entre los
dos sectores: en ambos se emplea menos capital, mientras que hay una migracién del empleo
desde el sector limpio al sucio.

En tercer lugar, analizamos el caso en que la productividad en el sector limpio es mas alta que
en el caso estandar. En particular, consideramos A€ = 1,5, mientras que en el caso estandar
A€ = 1. De esta manera, dejando todo lo demads constante, la productividad en el sector
limpio relativa a la del sector sucio se incrementa. Los graficos a continuacion muestran la
evolucion de las variables en el escenario descripto ( A = 1,5 en naranja, escenario base en
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El shock implica una menor productividad del sector sucio relativa limpio. Por lo tanto, la
produccién del bien intermedio limpio aumenta comparada con el escenario base, mientras
que la del sucio cae. Ademas, aumenta la utilidad del agente representativo debido al
incremento en el consumo y en la calidad medioambiental. La mayor productividad del bien
intermedio no contaminante genera que haya una migracién del empleo hacia este sectory
gue también aumente la inversién en el sector limpio.

Por otro lado, tal como se observa en la Tabla 1, las variables de estado estacionario en el caso
en que se considera la externalidad (problema del planificador) difieren del caso del equilibrio
competitivo. En particular, la produccién del bien limpio aumenta relativamente comparada
con el caso del equilibrio competitivo, dado que el modelo plantea que el agente
representativo deriva utilidad tanto del consumo como de la calidad ambiental. Contemplando
esto, vamos a analizar de la misma manera la evolucidn de las variables del modelo en el caso
en que se considera la externalidad. Los gréficos a continuacidn representan el caso estandar
del planificador, calibrado con los valores detallados en la seccién anterior, incluyendo el valor
del impuesto éptimo:
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Notemos que el impuesto dptimo decrece con el tiempo.
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Ahora consideraremos las mismas alteraciones que en el caso del equilibrio

competitivo para analizar como responden las variables. En primer lugar, analizamos el

caso del planificador con una elasticidad de sustitucion mas alta (e = 5). Los graficos a

continuacion muestran la dindmica en este caso (en naranja) comparado con el caso

estandar (en azul):
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En este caso, vale la pena comparar con el equilibrio competitivo. Analizando la tabla 2
podemos ver que, con una elasticidad de sustituciéon mayor, el caso del planner implica un

aumento de 185% en la produccién del bien limpio con respecto al caso del equilibrio

competitivo, asi como una reducciéon de 42% en la produccién del bien sucio. En tanto, en el
caso estandar considerando elasticidad de sustitucién = 2, el producto del bien intermedio
limpio en estado estacionario del planner era un 35% mas alto al del equilibrio competitivo,
mientras que el del bien sucio era un 39,6% inferior. Esto quiere decir que, en el caso en que la
elasticidad de sustitucién es mayor, es posible aumentar mas la produccién del bien limpio a

partir de un impuesto sobre el bien intermedio sucio.
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STERDY S5TATE VALUES

QUASI-FLANNER FLANNER

Cutput = 3.241 2.722
Capital = T.625 5.285
Consunption = 2.478 Z2.1594
Cutput clean = 0.268 0.763
Cutput dircy = 2.69%9 1.553
Labor clean 0.136 0.438
Labor dirty = 0D.864 0.562
Capital clean = 1.038 2.31s6
Capital dirty = 6.588 2.969
Environment = 5.8927 10.300
lambda = 0.303 0.342
kappa = - 0.203

Tabla 2

Por ultimo, analizamos el shock de productividad en el caso del planificador, considerando
ahora A€ = 1,5 (estandar en azul, A° = 1,5 en naranja):
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Como se puede observar, un shock que incrementa la productividad en el sector limpio
relativa a la del sector sucio, implica un nivel mayor de producciéon del bien intermedio limpio
en el estado estacionario, asi como una reduccion del nivel producido del bien intermedio
sucio. En total, la produccién del bien final, el consumo y la calidad ambiental son mas altos en
estado estacionario comparados con el caso estandar.

7. Conclusion

En nuestro trabajo modelamos una economia que se caracteriza por ser afectada por
una externalidad medioambiental. Caracterizamos el equilibrio competitivo sin tener
en cuenta la externalidad, el problema del planificador que resuelve la asignacion
Optima de recursos de la economia y finalmente introdujimos un gobierno que
subsidia a la firma productora del bien final en la utilizacién del bien intermedio
limpio. A partir de esto, pudimos verificar que existe una politica éptima tal que la
asignacion de equilibrio es idéntica a la que surge de resolver el problema del
planificador central.

En este sentido, un punto importante es que la efectividad de la politica en lograr este
resultado dependerd en gran parte de la elasticidad de sustituciéon entre ambos bienes
intermedios, contaminante y no contaminante. En este caso, la introduccién de un
impuesto al bien intermedio contaminante aumentaria su precio relativo al bien no
contaminante, por lo que, siendo que estos son sustitutos, la firma productora del bien
final incrementaria su demanda del bien limpio relativamente al bien sucio. Ademas,
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dado que lo que se afecta es el precio relativo, esta politica es equivalente a imponer
un subsidio al bien intermedio limpio.

Estudiando los resultados obtenidos en este modelo, vemos que varias experiencias de
paises confirman la efectividad de esta politica, incluyendo los casos de Finlandia y
Suecia®, aunque el analisis empirico de la politica esta fuera del alcance de este
estudio.

8. Anexo

8.1 Loglinealizacion:

Para calibrar el modelo vamos a primero loglinealizar las condiciones de primer orden
del Problema del Planificador sin tener en cuenta la politica fiscal. Ademas, teniendo
en cuenta la restriccion de calidad medioambiental:

Sty1=5"+ (1 —/Jy{i)St

El sistema de ecuaciones loglinealizado queda:
It +6G=0

S ypr___  e-1 ~ - ~
Aepr + ﬁaz EYt+1+T3’t+1_ tv1|— A =0

€ 3 € e e_Ta_
gkt gkt ey =0
& =~ E —~ o —

ol gty -y =0

CC + kkeyy — 9 — (1 — 8)kk, = 0

T e S e
() e yi+ 0 ey —-0) ¢y, =0

5 Puede consultarse:

Andersson, Julius J. 2019. "Carbon Taxes and CO2 Emissions: Sweden as a Case Study." American
Economic Journal: Economic Policy, 11 (4): 1-30.

Mideksa, Torben K. 2021. “Pricing for a Cooler Planet: An Empirical Analysis of the Effect of Taxing
Carbon”. Cesifo Working Papers.
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akl + (1 - )l -y =0
ak{ + (1—a)f =y =0
FE 4+t =0

kS + kK& — ki, =0

§5:(1— uy?) — Suydy? —S$S;11 =0

Cancelando S:
Se(1—uy?) —uydyd =S, =0

8.2 Sistema de ecuaciones en el Problema del Planificador que tiene
en cuenta la externalidad:

L9
(ce): e = A
(ker1): B A1 (1= 8) + wfi]l = 4

ye—l 1
Ve):m; T(Yt) e = A
iy, vE— 1. ‘% d
ve):m; T()’t) =N + K USe
c yg—]_ c - c
(yt):ntT(yt) €= 1

v
i1 - )7 = o}
t

d 14 _
nePmg; = wt

c c ytc_ l
() (1 — a)l_c = Wg
t

c 1° _ 1
nPmg; = wg
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yi
(ki) i (@)1 = of

t

d
U?ngf = we

c 1°_ k
nePmgy = wg

Sev1): ke =P 7S, + 11 (1= .UY?H)

A+ ki1 —y, — (1 =8k =0

-1 el 1
m):(y) e = OH e +0°) ¢

(12): v = (k)" (at1g)" ™
(n9): y§ = (kE)* (AL
(wh):l=1— [

(wF):i ke = k& — kf

(k)i Ser1 =[S+ (1 — uyd)Se]

Podemos simplificar la tercera ecuacion:

Y= i :
= &
77t t e—1 (yt)
Reemplazando ni’ en la 4ta y 5ta ecuacion:
(0]
) —= A
(ce) c t

(ker1): B [Ae41 (1= 6) + w§+1] = A



y & 1

1
y Fl
At <_(ti> =77g+lct’ust
Ve
1
Ve \¢
A <y_tc> = 1

10y, md 1 — oy 2o =
i (1 - ) g = of

t

£): ¢ R
(lt)r]t(l—a)E_ w!
d
Yy
(kf):nf(a)k_; = wk
t

Vi
(ko): nfaﬁ = Wk
t
A):ce+keyr =y, —(A =80k, =0

et A
(n%/) (yt) £ = (ygi g 4 (yg) -

(nf):vd = (kg)a(Adlgi)l—a
(n9): yE = (kE)*(ACIE) 14
(wh):l=1— [

(0 k, = k& — k¢

(ke):Ser1 =S*+ (1 — pyd)S,

Seehe = | ==t (L= W)



Nos deshacemos de a)é y w’t‘:

@
Pe—_—= A
(ct) . .

c
B lea(1=0) + 775+1“@ = A
K

Ve \é
2 (2e) 2 e
t<ytc> Nt

dyg_ cytc
ntﬁ_ mk_f

dﬁ_ Cy_g
tld_ntlc
t ¢

Qi Co+ kst =y, = (1= Ok = 0

el 1 e
() ) © = O + 0D

(n):yd = (kg)a(Adlgi)l—a
(1): yE = (kE)(ACIE)1~4
(@):l=1¢ [
(wF):iky = k& — kf

(k)i Ser = S* + (1 — uy?)S,

Serine =B |54 k=)
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Dividiendo las ecuaciones 5 y 6, podemaos reescribir el sistema como:

P _
(ce): . = A

c
B A1 =6) + 775+1“@ = A
ki1

1
Ve \®
At <_> = ng + Kt‘uSt

v
1
Ve \€
2, (2) = ne
t<yf> t
aYe _ Vi

Wt@= mk_f

N
K ki

Aot ks =y, = (L= ke =0

el 1 o
(1)) = = 0D +00

(n):vé = (k&) (a412)" ™"
(n9): y€ = (kE)*(ACIE) 14
(wh):l=1— [

(W) k, = k& — k¢

(ke):Ser1 = S*+ (1 — pyd)S,

1
(See:ke = | == et (L= W)
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Usando las ecuaciones 3 y 4 para reemplazar todos los multiplicadores n;y n‘ti:

L9 _
(c): = 2
V)T
1(y £
B Ay |(1—=06) + a()’t+1)£# = A
kivq
_(yt) e e 1(yt) :
(V)€ - /1 Stkd = (Yp)¢
E_n
K ke

A:ice+key1 —y,—(1—=08)k =0

=1 1
) 0)F = 0D +09F

(n): v = (k)" (A%1g)"™"
(n): yf = (kD)* (AL
(0h):l=1f = 1
(a)t) k= kt — ki

(Kt):Sppr =S7 + (1 — WYt )St

1-¢
Ser1)ike =P S +xi(1— .“yt+1)

Finalmente, reescribimos el sistema como:
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e L
1
)E(yt+1) € = 2,
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1—
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=18 -1

ke = kf — k§
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1-9¢
Kt:ﬁ[ S
t

8.3 Estado estacionario del Problema del Planner:
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yE= (A (kD)e(id) 1

Ve = (A e RO

o
Il
o
al
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o
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==
Il
e
QU
+
e
Q

1_ B(1 - <p)_
S (1-B(1-py?))

K =

Usando la ante ultima ecuacion nos deshacemos de todos los S. Entonces, el sistema

de ecuaciones queda:

£-1
Cc

_e-1
1G9 e
1= |1-8) + a@i—=
=l g st ek
0 =5—+097F =

(e



yi= (AH kDD

YE = (A e (kO

o
Il
o
al
+
o
al

k =kd+ k¢

1 A -yl
P

§* (1= B(1-uy?))

Luego, la ultima ecuacién implica que K = K(y4). Ademas, A es una funcién A = A(¢).
Por lo tanto, el sistema de ecuaciones puede ser reducido a:

-1

1=p|a-6) + ao‘/)%(y%g

el g(yd) §¢ k4 e
y* & = G) gﬁ'ﬁ e) e
y &

yt= (ADE kDA
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Ve = (A (k) (IE)e

I=1a+1°

k =k + k¢
La cuarta ecuacion implica que ¢ = ¢(¥, E), lo cual a su vez implica que A =
A(¥, k)Entonces, el sistema de ecuaciones queda:

et
1=6|a-5 + ae? L2

dgzl = _’_C(y_d_) S—*+E (W)%
A8 gye K

kd 4
ke I°
c=y—08k
e—1 & £~

YT = (A (e ()1

YE = (A (k) (IE) e

o
Il
o
al
_|_
o
al

kd + k¢

k

Por lo tanto, tenemos un sistema de 8 ecuaciones y 8 incégnitas:

7,96, v4 k¢, k%,1¢,1, k . Ahora, la tercera ecuacion implica que:

=1

!

R e



Y considerando la ecuacion de vaciamiento de mercado de trabajo:
[=19+1°

La ecuacién queda:

Por lo tanto,

Pero la condicién de vaciamiento del mercado de capital implica que:

[
g

R
a

Por lo tanto, podemos reescribir el sistema de ecuaciones como:

1=p |a0-8) + a@i XL

XD S T e
A7, k) > ke
y)e

e—1 el e=1

yE=09°+09°
y= (AN

YE = (A e (kO

k=k®+ke
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Las ultimas dos ecuaciones determinan [€ y [4. Luego, el sistema de ecuaciones puede
ser reducido a:

et
1=p |18 + ay L

k¢

dgzl = _’_C(y_d_) S—*+E (W)%
A8 gye K

YT = (AR (1)1

YE = (A () (IE)Ie

k =k +k¢

Ahora, notemos que la tltima ecuacién implica que k = E(k_d, F), por lo que 37 =
yd(kd,k°), e y© = y°(k9,k°), Luego, la ecuacion 3 implica que j = y(k%, k). Por lo
tanto, los multiplicadores también son funciones de (k_d, k©):

K = K(k%, k°)

1= A(k%, k°)
Dado todo esto, podemos reducir el estado estacionario del planner a un sistema de 2
ecuaciones con 2 incégnitas (k—d, F):

-1

1= [a-8) + agi L

k¢
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1 JR—
k k S* k4 __ - =1
GGy = S P+ OO

W) i )¢

Una vez que obtenemos los valores para (k_d, F), podemos obtener todo el estado

estacionario.
8.4 Loglinealizacion del Problema del Planner:

El sistema de ecuaciones loglinealizadas del Planner son:

—
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Y —
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